


























angestrebter akademischer Grad 
 























 !!"#$%&'!( ')& #'( *'+,&'-#) .,/(!0#( 12$ #'(# 3#)#44)+,%1&5 6#(( 7'#4#
8!$&)+,$'&&# *#$6#( #$)& 69$+, :9)%00#(%$;#'& 0<-4'+,= >) #?')&'#$& @#6!+,
#'(# A'#4B%,4 7!( C'&9%&'!(#(5 '( 6#(#( #) 12$ #'( #'(B#4(#) D(6'76990 7!$E
&#'4,%1& ')&5 #-!')&')+, B9 ,%(6#4(= D((#$,%4; 6#$ C"'#4&,#!$'# ,%& )'+, 6%,#$
#'( -$!ß#$ :*#'- ,#$%9)-#;'46#&5 6#$ #) B90 :'#4 ,%& B9 #$G4/$#(5 *'#)! 0%(
'( C'&9%&'!(#(5 '( 6#(#( H#()+,#( *'#6#$,!4& 0'&#'(%(6#$ '(&#$%-'#$#(5  !E
!"#$%&'!( 7!$ﬁ(6#( G%((=
J'#)# J'"4!0%$;#'& ;%9& %91 6'#)# K$;#'&#( %91 9(6 ;#4#9+,&#& '( 6'#)#0 :9E
)%00#(,%(- 6#( >'(ﬂ9)) 7!( 8#,4#$( %91 6#( K9)-%(- 7!( C"'#4#( E 6#((
6'# >$1%,$9(- B#'-&M 8#,4#$ 9(6 H'))7#$)&/(6('))# )'(6 %44&/-4'+,= J%;#' )'(6
6'# 8#,4#$%$&#( 7'#41/4&'-M N#' 6#$ O0)#&B9(- #'(#$ -#"4%(&#( P%(649(- G<(E
(#( H'))-#)+,'+G# "%))'#$#(5 #'(# C'&9%&'!( G%(( 1%4)+, '(&#$"$#&'#$& *#$6#(
!6#$ 6'# ,%(6#4(6#( .#$)!(#( G<((#( B91/44'- 69$+, /9ß#$# O0)&/(6# %(
#'(#$ KG&'!( -#,'(6#$& *#$6#(=
J%) :'#4 6#$ J'"4!0%$;#'& ')&5 H!6#44# 12$ 6'# 7#$)+,'#6#(#( 8#,4#$%$&#( %91
*'#6#$,!4&# C"'#4)'&9%&'!(#( %(B9*#(6#(5 '( 6#(#( 12$ 6#( >'(B#4(#( #'(
-#*'))#$ >-!')09) 7!$&#'4,%1& */$#= J9$+, #'( 6Q(%0')+,#) H!6#445 6'# R#E
"4'G%&!$-4#'+,9(-5 *'$6 6%(( 9(&#$)9+,&5 *'# )'+, 6#$ K(&#'4 6#$  !!"#$%&'!(
'( 6#$ 3#)#44)+,%1& #(&*'+G#4&=
D+, 0<+,&# 0'+, -%(B ,#$B4'+, ;#' P#$$( .$!1=  %$4 C'-09(6 12$ 6'# 7!$;'46E
,%1&# N#&$#99(- 6'#)#$ J'"4!0%$;#'& ;#6%(G#( E #$ ,%& 0'$ (#9# :9-/(-#
9(6 C'+,&*#')#( #$<ﬀ(#& 9(6 )#,$ 7'#4 :#'& 12$ 0#'(# .$!;4#0# -#!"1#$& E
%9+, #'( N#')"'#4 6%12$5 6%))  !!"#$%&'!( #?')&'#$&=
T#'&#$) 0<+,&# '+, 0#'(#( >4&#$( 9(6 0#'(#( 3#)+,*')&#$( 12$ 6'# O(E





 !"#$%&'$()$&#*+'$ ,)-./%01$. 2
 ! "#$ %&'(%& )*%&*+#,- ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! .
 !/ 01' 2%31$4%$%$5#+%661 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 7
 !8 01' 9$:;5&#3(<216% ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !   
 != >#,?(#4% @$1+A'%;%&-B%C4% 5%& 9D#%+(?%:&#% ! ! ! ! ! ! ! ! ! !  /
3 4#$/$)'(%&$ !"#$%$ 5#& 6$'%$).  7
/! E%6:&A< <9(&1(%4#%$ ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! /F
/!/ @$$1?6%$ 3G& 51' ;#%5%&?:+(% 2%31$4%$%$5#+%661 ! ! ! ! ! ! /=
/!8 H%&+%#(C$4 5%& 6#((+%&%$ @C'B1?+C$4 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! /I
/!= @&(%$ J:$ K%?+%&$ ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 8 
/!I 0#% @C'B1?+C$4'61(&#L 3G& ;#%5%&?:+(% 9D#%+% 6#( K%?+%&$ ! ! 88
/!. M&:*+%6% *%# 5%& H%&+%#(C$4 5%& @C'B1?+C$4'61(&#L ! ! ! ! ! 8N
/!7 @+(%&$#%&%$5% 9D#%+% ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! =8
8 9#$ 9:.05#; $#.$) 0-*1$<='%&$. !"#$%*#&-0&#(. 2 
8! "#$% O1$5-1&(% 3G& K%?+%& #$ 5%& P6D+%6%$(#%&C$4 ! ! ! ! ! ! ! I/
> ?.'0.1 @2
@ @C'B1?+C$4'61(&#B%$ 3G& 5#% J%&',?#%5%$%$ 9D#%+J1&#1$(%$ ! ! .I
Q E1(?%61(#,1<M&:4&166 BC& H%&+%#(C$4 5%& @C'B1?+C$4'61<
(&#B%$ ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !   8





 !"#"# $%&!'"( #)(( "!*"* "+#'"* ,-"+-(!./ 0-"+ 1!" 2&!"('3")+!" -!"'"*4  %5!'
#)(("* "!*"+#"!'# 6+%7"* 8!" 9:)+;5 7"3' "# !* 1"+ 2&!"('3")+!"<9 ;*1 9:)
ﬁ*1" !.3 2&!"('3")+!" !* 1"+ +"%("* :"('<9 -"3%*1"(' 8"+1"*> %*1"+"+#"!'#
8"+1"* 1!" *)'8"*1!7"* $)*?"&'" ;*1:"+/?";7" "+/(@+'> 1!" !.3 !5 #&@'"+"*
A"+(%;B -"*C'!7"* 8"+1"4
D
 ! "#$ %&'(%& )*%&*+#,-
 !"# $%&' ()*"!+( ,-++!. !".!# /%0+ 12!&3' 4!3!++350-,'33*"!+! /"! )50-50)*"!+ ". 6!&
7#8-.833*&-50! %6!& 9:0+! !".; -+3% )"'2-'"%.!.; ". 6!.!. 1/!" %6!& #!0&!&! )*"!+!& .-50
<!3'"##'!. =!8!+. !". >"!+ !&&!"50!. /%++!. ? .@#+"50 6-3 )*"!+ 12 8!/".?
.!.A )%+50! )*"!+! 3".6 1/-& -250 B!"+ 6!& )*"!+'0!%&"! ? 2.6 %,' /!&6!. 3"!
-+3 C&%'%'D*!. %6!& -.350-2+"50!3  !"3*"!+ ,:& !". C&%<+!# <!.2'1' ? -<!&
'&%'16!# +"!8' 6-3 >"!+ 6!& )*"!+'0!%&"! ."50' 6-&".; B"**3 ,:& 6-3 )50-503*"!+
12 !&'!"+!.A
E# 9"''!+*2.F' 6!& )*"!+'0!%&"! 3'!0!. 8-.1 -++8!#!".! G.'350!"62.833"'2-?H./!.62.8!. 6!&
)*"!+'0!%&"! '"%.!.; -+3% )"'2-'"%.!.; ". 6!.!. !". HF'!2&; 6!& )*"!+!&; 2.'!& #!0&!&!.
I-.6+2.83-+'!&.-'"J!.; 6!. )'&-'!8"!.; /@0+!. F-..A 9K8+"50!  !"3*"!+! 6-?
,:& ﬁ.6!' #-. ". 6!& MF%.%#"!; 6!& C%+"'"F; 6!& )%1"%+%8"! %6!& ". 6!&  "%?
+%8"!N
• G". 7.'!&.!0#!. 6-3 3"50 :<!&+!8' /"! 3!".! C&!"3*%+"'"F "# O!&8+!"50
12 3!".!. P%.F2&&!.'!. -233!0!. 3%++
• Q-3 !".1!+.! B"!& ". !".!# =26!+; 6-3 <!" !'/-3 !8%"3'"350!&!# O!&0-+?
'!. J"!++!"50' !'/-3 #!0& J%. 6!&  !2'! -<<!F%##!. /:&6!
• G".! *%+"'"350! C-&'!"; 6"! 3"50 :<!&+!8' /"! 3"! 3"50 "# .@503'!. $-0+?
F-#*, *%3"'"%."!&!. 3%++
• Q!& )'&-ß!.<-0.<!.2'1!&; 6!& 3"50 :<!&+!8'; 350/-&1 12 ,-0&!.; /!..
!& -.."##'; 6-33 !& %0.!.0". ."50' F%.'&%++"!&' /"&6
• )!+<3' 8-.1! )'--'!. FK..!. -+3 )*"!+!& -2,'&!'!.N Q!& $!''<!/!&<
2.'!& 6!. J!&350"!6!.!. S@.6!&.; ".'!&.-'"%.-+! P%.1!&.! #"' )2<?
J!.'"%.!. 2.6 )'!2!&!&+!"50'!&2.8!. -.12+%5F!.; 3'!++' !".! 'D*"350!
)*"!+3"'2-'"%. 6-&A Q-3 $!''&:3'!. J%. )'--'!. %6!& 6"! H238-<!. !"?
.!3 S-.6!3 ,:& 6!. P+"#-3502'1 3'!++!. /!"'!&!  !"3*"!+! 6-&A
)*"!+! /!&6!. .-50 6!. J!&350"!6!.3'!. P&"'!&"!. !".8!'!"+'A )% F-.. #-.H&'!. J%. )*"!+!.
.-50 6!& H.1-0+ 6!& )*"!+!& 1/"350!. T?; U? %6!& -++8!#!". .?C!&3%.!.?
)*"!+!. 2.'!&350!"6!.A G". /!"'!&!3 P&"'!&"2# "3'; %< 6"! !".1!+.!. )*"!+!& 6"!
8+!"50!. I-.6+2.83-+'!&.-'"J!. 0-<!.A Q-3 "3' 1A A <!" )50!&!?)'!".?C-*"!&
6!& V-++; W!6!& )*"!+!& F-.. 1/"350!. 6!. 8+!"50!. H+'!&.-'"J!. /@0+!.A  !"#
)*"!+ (=@2<!& 2.6 4!.6-&#( 0".8!8!. 0-' 6!& 4!.6-&# -.6!&! 9K8+"50F!"?
'!. -+3 6!& =@2<!&A
$!"'!&3 F-.. #-. )*"!+! <!'&-50'!.; ". 6!.!. 3"50 6"! #K8+"50!. I-.6+2.83?
-+'!&.-'"J!. ". W!6!& =2.6! @.6!&. ? /"&6 12#  !"3*"!+ "# )50-50?)*"!+ 6!&
!"8!.! B2&# J%# 4!8.!& 8!350+-8!.; 3% /!&6! "50 #!".! 12F:.,'"8!. >:8!
X
 !"# !$%& '(%# !")% $*%+% ,*-.& /#0)%) 1'++%)2
3*& -%"%) *1 ,!#-%)$%) 4!) $%& $%)5(0& %*)607"+8%) 9*8.08*!) 0.+: ;*) <=
>%&+!)%)=9/*%#? $0+ ).& %*)% @.)$% #0)- -%+/*%#8  *&$2 9!#7"% 9/*%#% 50))
10) 1*8 A*#6% %*)%& B*108&*C $0&+8%##%):
 !ﬁ#$%$&# ' DE!&10#6!&1 %*)%+ 9/*%#%+F
 !" #$%"&'(%$) *+$! ,-!$.$"/ 0 1)2 34 ,-!$.$" 0 (&#$ 2!$ 567.!'($) ,%"&%$8 E!&10#6!&1 %*)%+
9/*%#%+7!$) !9:/444/) 1)2 ,-!$.$" 3 2!$ 567.!'($) ,%"&%$7!$) ;9:/44454 <!$ =&(. aij
>$! 2$" ?$+!)) @AB&CDﬀAF GD) 0/ H&..> 0 2!$ ,%"&%$7!$ ! >-!$.% 1)2 3 2!$ ,%"&8
%$7!$ ; >-!$.%4 ,$! bij 2$" ?$+!)) GD) 3 !) 2!$>$" ,!%1&%!D)4 <!$ ID"5&.HD"5
2$> ,-!$.> !>% 2&)) 7$7$#$) 21"'( 2!$ J&%"!KL
,-!$.$" 3
: M 4 4 4 5
: @a11/b11F @a12/b12F 4 4 4 @a1m/b1mF

















) @an1/bn1F @an2/bn2F 4 4 4 @anm/bnmF
G*%+% H08&*C *+8 0#+! 6!#-%)$%&10ß%) J. *)8%&/&%8*%&%): 9/*%#8 K +%*)% 98&0= L)8%&/&%808*!) $%&
K.+J0"#.)-+108&*C8%-*% E&2 M .)$ B $%++%) 98&08%-*% E&2 <? +! +.7"8 10) $%) ;*)8&0- *) $%& M2
N%*#% .)$ *) $%& <2 9/0#8%2 G*% %&+8% N0"# a12 -*(8 $0)) $*% K.+J0"#.)- 0)?
$*% K (%* $*%+%1 9/*%#4%&#0.6 %&"O#8? $*% J %*8% N0"# b12 -*(8 $*% K.+J0"#.)-
6'& B 0)2 9/*%#%& K  *&$ ).) +%*)% 98&08%-*% +!  O"#%)  !##%)? $0++ +%*) P%=
 *)) 1Q-#*7"+8 -&!ß  *&$2 9/*%#%& B  *&$ )08'&#*7" 0)0#!- 4%&+.7"%) +%*)%)
>0R!ﬀ J. 10C*1*%&%)2 3*& (%8&07"8%) ).) $*% K.+J0"#.)-+108&*C 6'& %*)*-%
B%*+/*%#%2
 !" #$% &'($)*')')+,-'..$
;*)%+ $%&  !"# (%&'"18%+8%) 9/*%#% *) $%& 9/*%#8"%!&*% *+8 $0+ P%60)-%)%)=
$*#%1102
(!$)*$!+ ' DP%60)-%)%)$*#%110F
N %* P0)!4%)? T*11R .)$ B*##R?  %&$%) (%+7".#$*-8? -%1%*)+01 %*)% 98&06= P%60)-%)%)$*#%110
808 (%-0)-%) J. "0(%)2 9*%  %&$%) -%8&%))8 4!)%*)0)$%& %*)-%+/%&&8 .)$
4%&"Q&82 ;+ -*(8 ).) 6'& $%) %*)J%#)%) P%60)-%)%) $*% 6!#-%)$%) HQ-#*7"5%*=
8%):
• 3%)) (%*$% +7" %*-%)? $0)) &%*7"%) $*% B% %*+% $%& >!#*J%* )*7"8 6'&
$*% U08 0.+2 E07" %*)%& V)8%&+.7".)-+"068 4!) M T0"& 5!11%) (%*$%
 *%$%& 6&%*
W
•  !"" #$%%& '!($"") *+ ,-$"(!",. /012!"3 4$55& -)6"3167) -81/!$().
96"" #$%%& :;" !$"!2 <2;"*!+(!"2!(!5+"( =!'26+81 %681!"> ?2 9;%%)
$" 3$!-!% @655 -;7;2) 72!$. /012!"3 4$55& 7A2 BC #612! 1$")!2 =$))!2 %+-->
• D"65;( 9;%%) 4$55& -;7;2) 72!$ /!"" !2 (!-)!1) +"3 #$%%& -81/!$().
/;7A2 #$%%& 7A2 BC #612! !$"(!-E!22) /A23!>
• =!-)!1!" '!$3!. -; ($') !- 9!$"! <2;"*!+(!"2!(!5+"(> F6- =!-)0"3G
"$- /$23 6'!2 65- %$53!2"3 6"(!-!1!"> 4!$3! %A--)!" 7A2 H #612! $"-
=!70"("$->




#$%%& M NGB.GBO NGBC.CO
F NC.GBCO NGH.GHO
 !"" 65-; #$%%& +"3 4$55& *+-6%%!"165)!" +"3 -81/!$(!" NM 7A2  !!"#$
%&'#O. 36"" 9;%%!" -$! '!$3! %$) !$"!% '56+!" D+(! 36:;" NB #612 P67)O>
Q!220) 6'!2 3!2 !$"! 3!" 6"3!2!" NF 7A2 (#)# 'O. 36"" 16) 3!2 !$"! */62 !$"!"
Q;2)!$5. /;7A2 6'!2 3!2 6"3!2! 'Aß!" %+-->
Q!2-!)*!" /$2 +"- "+" $" 3$! S6(! :;" #$%%&L D"(!";%%!". !2 (!1) 36G
:;" 6+-. 36-- 4$55& -81/!$() N362(!-)!55) 3+281 3$! 5$"9! TE65)! 3!2 I6)2$KO>
F6"" $-) !- 7A2 #$%%& '!--!2. /!"" !2 ,-$"(),. 3!"" 6"-)6)) B #612 56"( $"
U")!2-+81+"(-167) *+ -$)*!". $-) !2 -;7;2) 72!$> =!1) #$%%& 6'!2 36:;" 6+-.
36-- 4$55& $1" :!220). 36"" $-) !- !2-) 2!81) '!--!2 7A2 #$%%&. 36-- !2 6+81
(!-)!1). 3!"" -; 96"" !2 -!$"! P67)-)267! ";81 :;" BC 6+7 H #612! 2!3+*$!2!">
F6- 1!$ß) #;1""& -;55)! (!-)!1!". !(65 /6- 4$55& )+)> F$! (5!$81! V'!25!(+"(
($5) "6)A25$81 7A2 4$55&>
J"-(!-6%) /!23!" 65-; '!$3! (!-)!1!". %$) 3!% ?2(!'"$-. 36-- '!$3! 7A2 H
#612! 1$")!2 =$))!2 %A--!"> F6'!$ /02! !- 7A2 '!$3! '!--!2 (!/!-!". /!""
-$! !$"7681 (!-81/$!(!" 10))!">
F6- F$5!%%6 '!-)!1) 65-; 362$". 36-- %6" $" !$"!% W+-)6"3 56"3!). 3!2 7A2
'!$3! "$81) ;E)$%65 $-)> F!2 ;E)$%65! W+-)6"3 /$23 6'!2 "$81) !22!$81). /!$5
36"" 7A2 '!$3! 3!2 D"2!$* '!-)A"3!. -$81 6+7 <;-)!" 3!- 6"3!2!" '!--!2 *+
-)!55!">
X6)A25$81 $-) 6+81 1$!2 36- J")!2!--! 3!2 TE$!5)1!;2!)$9!2 "$81) 3626+7 (!2$81G2!65! 4!$-E$!5!
)!). !$" P6"3'+81 7A2 6"(!1!"3! P07)5$"(! *+ :!276--!"> ?- ($') 6'!2 :$!5!
2!65! T681:!2165)!. 3$! 3!% Y&E+- 3!- =!76"(!"!"3$5!%%6- !")-E2!81!"L
 
 
 !" #$% %"&'%( ) *%$&+$%,% -.,/ 0123 4%$'% 15 ﬀ
Z
•  !"#$$%&#'(%) (%) %)&%$ *'+,%-./  0%) 1'%!&2% #'(%).%& #& %)&%$
*'+,%-.3 4%)2% "+55.%& 6!"#$$%&#'(%).%& 7#5"+ -++8%')%'%&9: "+ 2#""
#$ ;<=5!"" %)&% >!.% ?'(%). =%'#!"-+$$.3 @)&%' 2%' 1'%!&2% -A&&B
.% ,%2+<= 2%& ?&'%)6 =#(%&: 2%& #&2%'%& #'(%).%& 6! 5#""%& !&2 ")<=
"%5(". #!C 2)% C#!5% D#!. 6! 5%>%& 7#5"+ E%C%-. 6! "8)%5%&93 F%&& #(%'
(%)2% "+ 2%&-%&: 2#&& 0)'2 #$ ;<=5!"" 2#" *'+,%-. &)<=. C%'.)>>%".%55.
!&2 0+$A>5)<= (%'%!%& 2#&& (%)2%: 2#"" ")% &)<=. $%=' 6!"#$$%&>%B
#'(%).%. =#(%&3
• *'%)"-#'.%55/ F%&& #55% G#'.%55$).>5)%2%' -++8%')%'%&: 2#&& -A&&%& ")%
2%& *'%)" =+<==#5.%& !&2 ,%2% %)&6%5&% 1)'$# $#<=. %)&%& "<=A&%& H%B
0)&&3 @)& %)&6%5&%" I&.%'&%=$%& -A&&.% ")<= ,%2+<= J(%'5%>%&: J(%''#B
"<=%&2 2%& *'%)" 6! "%&-%& 7E%C%-. 6! "8)%5%&9 !&2 2#$). 6!"K.65)<=%
G!&2%& 6! >%0)&&%&3 1J='%& ,%2+<= "<=5!""%&25)<= #55% 1)'$%& 2)%
*'%)""%&-!&> 2!'<=: "+ ")&2 &!& 2)% H%0)&&% ,%2%" %)&6%5&%& &)%2')>%'
#5" 0%&& 2#" G#'.%55 #!C'%<=. %'=#5.%& 0+'2%& 0K'%3
• F%..'J".%&/ @)&% >!.% $)5).K')"<=% ?!"'J".!&> )". CJ' %)&%& ;.##. +C.
"%=' -+"."8)%5)>3 F%&& #55% ;.##.%& #!C %)&% !$C#&>'%)<=% 4%0#ﬀ&!&>
M%'6)<=.%& 0J'2%& 7#5"+ -++8%')%'%&9: 2#&& -A&&.% ")<= ,%2%" %)&6%5&%
N#&2 2)%"% G+".%& "8#'%&3 F%&& #(%' &!& -%)& ;.##. %)& >!. #!">%B
'J".%.%" D%%' (%").6.: 2#&& -A&&.% %" CJ' %)& %)&6%5&%" N#&2 0)%2%'
M+'.%)5=#C. "%)&: ")<= ".#'- 6! (%0#ﬀ&%& 7#5"+ E%C%-. 6! "8)%5%&9: !$
"+ "%)&% )&.%'&#.)+&#5% O#<=. #!"6!(#!%&3 PJ".%. #(%' &!& ,%2%" N#&2
#!C: "+ >)(. %" CJ' -%)& N#&2 %)&%& O#<=.M+'.%)5 B J(')> (5%)(%& 2)%
=A=%'%& G+".%& CJ' 2%& O)5).K'(%'%)<=3
• ;<=0#'6C#='%& #!" "8)%5.=%+'%.)"<=%' ;)<=./ HK(% %" )& F)%& -%)&% ACB
C%&.5)<=%& Q%'-%='"$)..%5: "+ 0K'%& 2)% 4%0+=&%' #'$ 2'#&3 @" "+55.%&
#5"+ #55% %)&%& >%0)""%& 4%).'#> 6#=5%& !&2 "+$). 2%& Aﬀ%&.5)<=%& Q%'B
-%=' ﬁ&#&6)%'%&3 ;)&2 2)% IB4#=&%& 2#&& #(%' "<=+& 2!'<= #&2%'%
ﬁ&#&6)%'.: 2#&& -A&&.% ")<= %)& @)&6%5&%' J(%'5%>%&: #!C 2)%"%& 4%)B
.'#> 6! M%'6)<=.%& B !&2 0J'2% %" 0+=5 #!<= .!&: 0%&& %' &)<=. 2#$).
'%<=&%& $J"".%: 2#"" %' 2#CJ' (%".'#C. 0)'23
 !"#"$!% 7?!"6#=5!&>"$#.')S CJ' "T$$%.')"<=% ;8)%5%9
4%.'#<=.%. $#& 2)% ?!"6#=5!&>"$#.')S 2%" H%C#&>%&%&2)5%$$#": "+ CK55. ?!"6#=5!&>"$#.')S
"T$$%.')"<=%' ;8)%5%#!C: 2#""
U3 (%)2% ;8)%5%' >%&#! 2)% >5%)<=%& D#&25!&>"$A>5)<=-%).%& =#(%&: &K$B
5)<= V +2%' E 6! "8)%5%&
W3 (%)2% ;8)%5%' #&#5+>% ?!"6#=5!&>%& (%-+$$%&/ ;8)%5. X+&&T E !&2
4)55T V: "+ )". X+&&T C'%) !&2 4)55T $!"" CJ' UY X#='% =)&.%' H)..%'3 H%B
&#! !$>%-%='. )". %" &#.J'5)<=: C#55" 4)55T Z")&>.Z !&2 X+=&&T "<=0%)>.3
@" >)5. #5"+ aij = bji CJ' #55% ) !&2 ,3
[
 !"#$%  &'%"% $%'ß%) *+,,%-.'*#$/ 0ﬀ%)*'#$-"'#$ .%'#$- %* 23. *+,,%-.'*#$%
 &'%"% 45*6 7'% 85*94$"5):*,4-.'; 23. )5. %')%)  &'%"%. 45295*-%""%)/ <4*
!=':% >%24):%)%)7'"%,,4 ?'.7 74)) 75.#$ 2!":%)7% @4-.'; .%&.A*%)-'%.-B
C'""+
D <
E',,+ D FG FGH
< H FI
 !"#$"!% & J8"":%,%')% K%.*'!)%) 7%* >%24):%)%)7'"%,,4*L
M'. =%-.4#$-%) N 8"-%.)4-'O%) 7%* !=':%) >%24):%)%)7'"%,,4*B
G/ <!)4-'!) >4,%B P?%'  &'%"%. QR))%) %')4)7%. %-?4* *#$%)Q%) J4"*! D7!)4-'!) :4,%
*&'%"%)L !7%. )'#$-/ <4=%' *%'%) # J !"#"L 7'% S!*-%) 23. 74* >%*#$%)Q
5)7 = J$%&%ﬁ#L 7%. M%.-6 7%. 74* >%*#$%)Q 23. 7%) C%*#$%)Q-%) $4-/
M'. :%$%) 74O!) 45*6 74** = T #/ <'% 85*94$"5):*,4-.'; $4- 23. 7'%*%*




<'%*% @4-.'; =%*4:- 4"*!B S!!&%.'%.%) =%'7%6 *! %.$4"-% '#$ 4"*  &'%"%.
=F#6 S!!&%.'%.- ,4) *%"=*-6 ?A$.%)7 7%. 4)7%.% %')%) 45*)3-9-6 *!
="%'=- ,4) 452 7%) S!*-%) # *'-9%)6 5*?/
N/ 8":%,%')%* >%24):%)%)7'"%,,4B <'% 4"":%,%')% U!., 7%* >%24):%)%)F8"":%,%')%*





<4=%' *-%$- V 23. (%)*(+ JC%"!$)5): 24""* =%'7% Q!!&%.'%.%)L6  23.
", -%(." /*01%&# J<%.  #$47%)6 7%) '#$ $4=%6 24""* '#$ Q!!&%.'%.% 5)7
7%. 4)7%.% ,'#$ 45*)3-9-L6 W 23. #%1/#*#2!& J7'% K%.*5#$5):6 7%) 4)F
7%.%) 45*95)5-9%)L 5)7 X 23. /,&2"31%&# J7'%  -.42% 24""* =%'7% <%2%Q-
*&'%"%)L/ <4,'- 7'%*% 4"":%,%')% U!., 7%, W+& 7%* >%24):%)%)7'"%,F
,4* %)-*&.'#$-6 ,5** W T V T X T  :%"-%)/ <4)) =%*-%$- 23. 7%)
%')9%")%) 7%. 8).%'96 O!) %')%, VFP5*-4)7 4=95:%$%)6 <%2%Q- 95 *&'%F
"%) 5)7 74,'- 7'% 85*94$"5): W T V 95 %.$4"-%)/
<4* !=':% <!)4-'!) >4,% '*- 4"*! %')  &%9'4"24"" 7%* 4"":%,%')%) >%F
24):%)%)7'"%,,4*6 24""* b > 06 c > 0 5)7 b > c :'"-/
C%' =%'7%) K4.'4)-%) %.$A"- ,4) ?'%7%. 74* :"%'#$% V%*5"-4-B U3. 7%) %')9%"F
)%)  &'%"%. '*- %* =%**%.6 )'#$- 95 Q!!&%.'%.%)/  #$"5**%)7"'#$ *4:- 7'% W$%!.'%
23. 7'%*%) U4"" ',,%. 74* Y')-.%-%) %')%. *5=!&-',4"%)  '-54-'!) O!.45*/
W.!-97%, :'=- %* ', -A:"'#$%) Z%=%) ',,%. ?'%7%. S!!&%.4-'!)%)/ P5, W%'">.3)7% 23.
S!!&%.4-'!)
GH
 !"# $!%& #'$ !( )'*!+,- . #'#/"%& ,"0-1",( -'$$,(2 #'$$ 3'( #'$ 4,5'(6,(,(7
#!-,33'  !,#,"&8-+2 #,(( #'(( 0'(( ,$ $!%& '-$ $!((98-- ," ,!$,(2 3'(%&3'-
:/ 088*,"!,",(; </3 '(#,",( :,!6+ $!%&2 #'$$ $!%& =,($%&,( (!%&+ !33," '(
#!, "'+!8('-, >&,8"!, &'-+,(;
?'$ 4,5'(6,(,(#!-,33' -1$$+ $!%& ",%&+ 6/+ $!3/-!,",( !(#,3 3'( @,"$/%&$7 AB*,"!3,(+, :/3
4,5'(6,(#!-,33'+,!-(,3," /3 4,-# $*!,-,( -1$$+ C9,"6-,!%&D'" :/3 ?8('+!8( 4'3,E F,! G'7
*8*8"+2 4/H," /(# 48"#8( CIJKLE :,!6+, $!%& #'D,!2 #'$$ M(/"M NO 7 JP Q #,"
R*!,-," ?,5,0+ $*!,-,( 7 !3 4,6,($'+: :/ #,( M"'+!8('-,(M IOO Q; S( (,/,7
",( AB*,"!3,(+,( CT88*,"2 ?,U8(62 V8"$H+&,2 G8$$2 IJJLE  1&-+,( KW Q #,"
>,!-(,&3," #!, ?,5,0+7R+"'+,6!, !( #,( -,+:+,( IO 98( .O G/(#,( D,!  ,%&7
$,-(#,( 4,6,($*!,-,"(; X8%& 6"Yß,"  !"# #," [(+,"$%&!,#2  ,(( $!%& #!, R*!,7
-," 6,6,(\D,"$!+:,( /(# 3!+,!('(#," 0833/(!:!,",( #\"5,( 7 #," ](+,!- '(
?,5,0+7R*!,-,"( !$+ #'(( : !$%&,( .J /(# KO Q 2 ^, ('%& 4"'# #," ,"-'/D+,(
)833/(!0'+!8( C?,/+$%& IJNW /(# V"'(02 4!-89!%& /(# G,6'( IJJ_E;
A$ !$+ '--,"#!(6$ $%& !,"!62 #!,$, ,B*,"!3,(+,--,( G,$/-+'+, "!%&+!6 :/ !(+,"7 S(+,"*",+'+!8( #,"
A"6,D(!$$,*",+!,",(; </3 ,!(,( $+,--+ $!%& #!, V"'6, 8D 3!+ #!,$,( R*!,-,( !33," #'$ 4,7
5'(6,(,(#!-,33' +",ﬀ,(# $!3/-!,"+  /"#,2 :/3 '(#,",( 0Y((+,( 9!,--,!%&+
#!, >,!-(,&3," (8%& :/  ,(!6 3!+ #,( G,6,-( /(# S3*-!0'+!8(,( !&"," a'(#7
-/(6,( 9,"+"'/+ 6, ,$,( $,!(;
X!33+ 3'( '(2 #'$$ #!, b"8D'(#,( D, /$$+ 088*,"!,"+ &'D,(2 #'(( 3/$$
3'(  8&- '((,&,3,(2 #'$$ #!, ](('&3, #,$ $+",(6 "'+!8('-,( a'(#,-($ #,"
]0+,/", 9,"-,+:+ !$+;
 
 !" #$% &'()*+,-./0$12
 
='( 0'(( #'$ 4,5'(6,(,(7?!-,33' ,+ '$ ,(+$%&1"5,(2 !(#,3 3'( '((!33+2 X8"3'-58"3 #,$
R(8 #"!5+74'3,$#'$$ #," )88*,"!,",(#, $,-D$+ '/%& 98( $,!(," A(+$%&,!#/(6 *"8ﬁ+!,"+ /(#
#'$$ #!, )8$+,( 6,+,!-+  ,"#,(2 5'--$ D,!#, 088*,"!,",(; ='( -'(#,+ #'3!+
D,!3 $86,('((+,( R(8 #"!5+74'3,2 #'$ 58-6,(#, X8"3'-58"3 D,$!+:+d
(




 !"#$"!% & CR(8 #"!5+74'3,E
?," X'3, #,$ R(8 #"!5+74'3,$ -,!+,+ $!%& 98( #,3 58-6,(#,( F,!$*!,- 'Dd R%&(,,$%&'/5,-( '-$
$8:!'-,$ ?!-,33'< ,! ]/+85'&","  ,"#,( #/"%& ,!(, R%&(,,9," ,&/(6 ,!(6,$%&-8$$,(; ?!, ,!(7
:!6, =Y6-!%&0,!+ $!%& :/ D,5",!,( D,$+,&+ #'"!(2 #,( R%&(,,  ,6:/$%&'/5,-(;
 




 !" #$% $&%'$(%$%  )*"$" +,"$ $- %).!"(&/* )0 )%1$%$*0-.$%2 #$" )%#$"$
+!"#$ )(($&%$ -/*)34$(%2 +,*"$%# 0)% -$(5-. &0 +)"0$% 63.7 5($&5.8 9($&5.
#$" )%#$"$ )5$" -.3" &% -$&%$0 63.7 -&.'$%2 #)%% 5$1&%%. 0)% -$(5-. (&$5$"
'3 -/*)34$(%2 #$%% )%-7%-.$% :700. 0)% *$3.$ 1)" %&/*. 0$*" %)/**)3-$
;<3" ="&%%$"3%1> ?% $&%$" @$4)%1$%$%#&($00)AB&.3).&7% +!"#$ :$&%$" #$"
C$"-7%$% :77D$"&$"$% 3%# 5$&#$ +!"#$% &% #$" B/*%$$E$"+$*3%1 1$4)%1$%
5($&5$%F8
9$& #$" 63-')*(3%1-0)."&G 4!" #)- B%7+#"&4.A@)0$ ;H8HF 4,((. 47(1$%#$- )34>B%7+#"&4.A@)0$ 3%#
@$4)%1$%$%#&($00) B&%# #&$ I7-.$% &0 J$"1($&/* '30 K3.'$% "$/*. *7/*2 1&(. )(-7 b < c < 2b2
#)%% +&"# )3- #$0 B%7+#"&4.A@)0$ +&$#$" $&% @$4)%1$%$%#&($00)8 L$%%
#)%% 1&(. +&$#$" b > b− c2 > 0 > b− c2 )(-7 T > R > P > S8
K3" 4)((- c < b 1&(.2 *)5$% +&" $- *&$" )(-7 0&. $&%$" %$3$% BD&$(-&.3).&7% '3
.3%8 L$" +$-$%.(&/*$ M%.$"-/*&$# '30 @$4)%1$%$%#&($00) &-. #)%%2 #)-- $-
4!" #$% =&%'$(%$% +&$#$" E7".$&(*)4. +&"# '3 :77D$"&$"$%2 +$%% 0)% -&/* &%
$&%$" ;L2LFAB&.3).&7% 5$ﬁ%#$.2 &% #$" 5$&#$ L$4$:. -D&$($%8
 !" #$%&'$() *+,-./)0)123)4() 5)1 67$)-'&)81$)
M0 -D,.$" +&$#$"*7(.$ BD&$($ 5$--$" )%)(O-&$"$% '3 :P%%$%2 5$%P.&1$% +&"
$&%&1$ Q$":'$31$ #$" BD&$(.*$7"&$>
 !ﬁ#$%$&# '  !"#$%&'()*$+(,)*$- ./0 0()1( 2-0"-(+)(1
 
3
45 61+(1788(1 29)('(0 : #9)('- #()1( 2-0"-(+)( ;5 <)(;(1)+( 2-0"-(+)(=9$-.$ 6%.+7".
8)- >(0 6 #()1( 6?#@"$'?1+ )1 >)(#(8 A"'' 8"B)8)(0(1 C"11= $()ß-
E(#-( 61-,70- F71 6= +(1"?(0G BRA(j) = max argi aij  :H )#- >)(
6EC/0@?1+ ./0 E(#- 0(#971#(3
I5 <"# 2-0"-(+)(19""0  )=;3 $()ß- !"#$+'()*$+(,)*$-= ,(11 )J:H ;3 ?1>K)-*A@($&/*1$+&/*.
;J:H )3= >5$5 ,(11 ai′j ≤ aij ?1> bij′ ≤ bij ./0 "''( )K ?1> ;K5 &)'- #7+"0
;(,()'# >"# LML%N()*$(1= #7 $()ß-  )=;3 #-0)C-(# !"#$%&'()*$+(,)*$-5
(!$)*$!+ , ;L7%).&7% @)0$ 3%# B%7+#"&4. @)0$F
H8 6%1$%700$% BD&$($" 9 :77D$"&$". 7*%$*&%2 #)%% &-. $- 4!" 6 )0 5$-AL7%).&7% @)0$
.$%2 +$%% $" 9 )3-%!.'.2 )(-7 BRA(C) = D8 Q$%% BD&$($" 9 %&/*.
:77D$"&$".2 #)%% 5$-.$*. #&$ 5$-.$ 6%.+7". E7% 6 )3/* #)"&%2 %&/*.
'3 :77D$"&$"$%2 )(-7 BRA(D) = D8 L) 4!" 9 #)- @($&/*$ 1&(.2 &-. #)-
 
 !" #$%&' !((&" ')" *&' +$,, %&-"$.#-&-/ *$00 &!' 12!&,&" 0!.# ﬁ4 56" &!'& *&" (78,!9
.#&' 1-"$-&8!&' &'-0.#&!*&-: 1-$--*&00&' ;7''-& ($' $).# $''&#(&'/ *$00 &!' 12!&,&" (!-
8&<!00&'  $#"0.#&!',!.#;&!-&' =<!0.#&' *&' >$'*,)'80$,-&"'$-!?&' <@#,-: A$' 02"!.#-
*$'' ?B' 8&(!0.#-&' 1-"$-&8!&':
HR
 !"#!$ %& !" ' ()*+,-. !/+$ 0!/+1 2 & 34*1)"2 %565' !" 2 7 "! 7)"2
899: &! &1; <=& > +)1  * !" 2! * & ?!14)1!9" 8 !" " ?!""6 )4@ A99: &),
1!9" #4 0 /+* ."6 2 "" 2)* 0=&2 B 2 41 "6 2)** > )4*$ "=1#1 0=&2 6
2 "" ?:! . & C *:! .1 D) 5; >").9$ 7)/+1  * 8 !" " ?!"" @=& C * !" 
?1&)1 $! #4 0 /+* .";
E; >"2 &* ).* B !7 59")1!9" -)7 !*1 2 & 34*1)"2 %565' B !7 ?"902&!@1, ?"902&!@1,-)7 
-)7 8 !" ()*+,-. !/+$ 0!/+1; 5 "" 0 "" 7 !" - $ "*:! . & 5 @ 81
*:! .16 2)"" !*1  * @=& 7!/+ !77 & "9/+ B ** & #4 899: &! & " %4"2 #47
C !*:! . ).. !" 2 " ?/+"  0 $#4*/+)4@ ." , 2 "" !" 2 & ?/+"  F &0 ,
+4"$ *1 /8 " #4 B. !B " 0G& "9/+ */+.!77 &'; 5)* ?"902&!@1,-)7 
+)1 2 *+).B #0 ! & !" ()*+,-. !/+$ 0!/+1 6 "G7.!/+ %H65' 4"2 %56H';
5 "" 899: &! &1  !" ?:! . &6 2)"" 8)"" *!/+ 2 & )"2 & "!/+1 B ** &
*1 .. "6 !"2 7  & )4/+ )4@ A99: &)1!9" 0 /+* .1;
5)* ()*+,-. !/+$ 0!/+1 8 ""# !/+" 1 ).*9  !" *1)B!. ?!14)1!9"6 8 !" & 2 & I"1 &:& 1)1!9"
?:! . & +)1 @=& *!/+  !" " >"& !#6 * !" ?1&)1 $! #4 G"2 &"; <=&  !"# ." ?:! ,
. & 8)""  * )B & 2 ""9/+ 8 !" " J"1 &*/+! 2 7)/+ "6 0 "" *! !+& " ?:! .#4$
F &G"2 &" , )4@$&4"2 2 & 5 ﬁ"!1!9" 2 * ()*+,-. !/+$ 0!/+1* 8L"" " *! *!/+
#0)& "!/+1 F &B ** &"6 2)* + !ß1 D 29/+ "!/+16 2)** *!/+ 2 & ?:! . & )419,
7)1!*/+ F &*/+. /+1 &16 0 ""  & * !" " 34$ 0 /+* .1; 5! * !*1 "4& B !  !" 7
*1&!81 " ()*+,-. !/+$ 0!/+1 2 & <)..;
N!& +)B " B !7 ?"902&!@1,-)7 $ * + "6 2)**  !" ?:! . 7 +& & ()*+,
-. !/+$ 0!/+1 +)B " 8)""; (!/+1 D 2 * ()*+,-. !/+$ 0!/+1  &*/+ !"1 )B &
$. !/+ *!""F9..O
 !"#$"!% & %(!/+1 !"2 41!$8 !1 F9" ()*+,-. !/+$ 0!/+1 "'
C 1&)/+1 " 0!&  !" ?:! . 2 & ?:! . & > 4"2 C 7!1 2 & @9.$ "2 " >4*#)+.4"$*, (!/+1 !"2 41!$8 !1
7)1&!PO
∗ C D
C (10, 10) (0, 0)
D (0, 0) (0, 0)
5)"" !*1 2)* ?1&)1 $! :))& %H6H'  !" ()*+,-. !/+$ 0!/+1 , 8 !" & 2 & ?:! . &
8)"" *!/+ B ** & *1 .. "6 !"2 7  & )4@ 5 0 /+* .1; >B & )4/+ %565' !*1  !"
()*+,-. !/+$ 0!/+1O N!.. ?:! . & > !" 2! * & ?!14)1!9" 899: &! & "6 2)""
.)"2 1  & !7 34*1)"2 %H65' 4"2 B 89771 !77 & "9/+ 2! >4*#)+.4"$ Q;
5)* + !ß1 ?:! . & > +)1 8 !" " >"& !#  10)* #4 G"2 &"6 0 "" C 2! * "!/+1
)4/+ 141;
RB09+. !" 9B!$ 7 C !*:! . 2 & 34*1)"2 %565'  !" ()*+,-. !/+$ 0!/+1 2)&,
*1 ..16 0=&2 7)" 2 ""9/+  &0)&1 "6 2)** 2! ?:! . & .)"$@&!*1!$ )4@ 2)* ?1&),
1 $! ":))& %H6H' 0 /+* ." 0 &2 "; S)" @=+&1 2)+ & @9.$ "2 5 ﬁ"!1!9"  !";
TU
 !ﬁ#$%$&# '  !"#$%&'#()* +&,-'$. /&*,&.0'.( 1 !//2
 ! "#!"$ %&$$"'(#%)*"! +,#"- *"#ß' /#" +'(0'"1#" # "23-4'#3!5( %'06#-7 80--%."#$%&'#()* +&,-'$.
/&*,&.0'. 83-1"!/" 9 :#1"!%)*08'"! "(8;--' %#!/<
=> ?0% +'(0'"1#"!,00( @#7#A #%' "#! B0%*CD-"#)*1"E#)*' /"% +,#"-%
9> ajj < aij 8;( 0--" j 6= i E3 F 6"%'" G!'E3(' 048 #>
3'* 4.(5.( (%( 5'.+. 6.ﬁ('&#( ,%8 5,+ "#*'0. 9.'+:'.$ ; ,(< /#4#=$  >?>2@(4.(5%(0 ,%8
#-'0.+ 9.'+:'.$ ,$+ ,%A=  6?62 +'(5 B,+=1C$.'A=0.4'A=&.? .*8D$$.( ,$+# 5'. .*+&. 9.5'(0%(0
5.* 6.ﬁ('&'#( E< 6#A= 4)=*.(5  >?>2 ,%A= 5,+ F4.'&. G*'&.*'%H .*8D$$&? 0'$&
8D*  6?62I > '+& .'(. -.+&. @(&4#*& ,%8 6  5.(( J.'(.* 5.* /:'.$.* +&.$$&
+'A= +A=$.A=&.*? '(5.H .* :$K&F$'A= -.0'((& F% J##:.*'.*.(2 %(5 aCC > aDD<
 6?62 '+& ,$+# ('A=& ."#$%&'#()* +&,-'$<
(!)!*+,#- .  !// "+< +&*'J&.+ B,+=1C$.'A=0.4'A=&2
L.5.+ +&*'J&. B,+=1C$.'A=0.4'A=& '+& .'(. ."#$%&'#()* +&,-'$. /&*,&.0'.I 6'.!// "+< +&*'J&.+
B,+=1C$.'A=0.4'A=& .*+&. 9.5'(0%(0 ,%+ 6.ﬁ('&#( E '+& J$,*.*4.'+. .*8D$$& %(5 5'. F4.'&. 9.5'(1
0%(0 J#HH& ('A=& F%H M*,0.(? 5, 8D* .'( +&*'J&.+ B,+=0$.'A=0.4'A=& 0'$&I
L.5.* /:'.$.* +&.$$& +'A= +A=$.A=&.*? 4.(( .* +.'(.( N%0 ".*)(5.*&O .+ 0'-& ,$+#
J.'(. 4.'&.*. -.+&. @(&4#*&<
PH0.J.=*& 0'-& .+ Q.5#A= ."#$%&'#()* +&,-'$. /&*,&.0'.(? 5'. J.'(. +&*'J&.(
B,+=1C$.'A=0.4'A=&. +'(5< !'( 9.'+:'.$ ='.*8D* '+& 5,+ /&*,&.0'.(:,,*  >?>2




6.ﬁ('&'#( E 8D=*& F% .'(.* (.%.( /'A=& ,%8 5'. /:'.$&=.#*'.< 9'+=.* =,-.(!"#$%&'#()*.
/:'.$&=.#*'. 4'* 1 4'. '( 5.* J$,++'+A=.( /:'.$&=.#*'. D-$'A= 1 'HH.* %(&.*+&.$$&? 5,++ 5'.
/:'.$.* ,$$. PH+&)(5. 5.+ /:'.$.+ J.((.( %(5 *,&'#(,$ =,(5.$( %(5 F4,* +#?
5,++ '=*. @%+F,=$%(0 HK0$'A=+& 0*#ß 4'*5< 9.' 5.* ."#$%&'#()*.( /:'.$&=.#*'.
='(0.0.( 0.=& H,( "#( 8#$0.(5.* /'&%,&'#( ,%+I
L.5.* /:'.$.* +:'.$& .'(8,A= +.'(. /&*,&.0'.? #=(. $,(0. 5,*D-.* (,A=F%5.(1
J.(? #- .+ .'(. -.++.*. T,(5$%(0+,$&.*(,&'". 0'-&< UH V,%8. +.'(.+ V.-.(+
4'*5 .* 5,(( 0.0.( F%8)$$'0. C.0(.* H'& ,(5.*.( /&*,&.0'.( +:'.$.( %(5 +#1
H'& .'(.( 0.4'++.( C.4'(( .*F'.$.(<
U*0.(54,(( 4'*5 .* +.'(.( W,R#ﬀ H'& 5.( @%+F,=$%(0.( "#( ,(5.*.( /:'.1
$.*( ".*0$.'A=.(< 3.(( .* 5,(( 8.+&+&.$$&? 5,++ +.'(. /&*,&.0'. 4.('0.* 0.1
4'((-*'(0.(5 '+& ,$+ 5'. /&*,&.0'. .'(.* Y.*0$.'A=+:.*+#(? 5,(( 4'*5 +'A= 5.*
/:'.$.* D-.*$.0.(? #- .* ('A=& +.'(. /&*,&.0'. 4.A=+.$( +#$$< UH V,%8. 5.* N.'&
+.&F.( +'A= ,$+# ,%&#H,&'+A= 5'. .*8#$0*.'A=.*.( /&*,&.0'.( 5%*A=<
(!)!*+,#- /  !// %(5 U(",+'#(2
/&.$$.( 4'* %(+ (%( .'(. 9."K$J.*%(0 "#*? '( 5.* Q.5.* 5'. /&*,&.0'. ' +:'.$&<!// %(5 U(",+'#(
Z[
 !"" #$%& '!"" ($"( )*($"( +$"'(,&($-. /(*%&( '$( "(0( 1-,!-(2$( 3 #4$(*-.
'0,%&#(-5("6
1($ ε '(, 72(,$"2(8 9"-($* !" 3:14$(*(," 0"' (1− ε) '(, 9"-($* !" $:14$(*(,";
<$" $:14$(*(, /$,' =$- &>&(, ?!&,#%&($"*$%&)($- !0@ ($"(" !"'(,(" $:14$(*(,
-,(ﬀ(" 0"' '!"" '$( 90#5!&*0"2 aii (,&!*-("; ?("" (, 50@B**$2 !0@ ($"("
3:14$(*(, -,$ﬀ-. '!"" (,&B*- (, '$( 90#5!&*0"2 aij ; C(, '0,%&#%&"$--*$%&( D(:
/$"" ($"(# $:14$(*(,# $#- !*#>
Gi = (1− ε)aii + εaij
9"!*>2 $#- '$( '0,%&#%&"$--*$%&( 90#5!&*0"2 @E, ($"(" 3:14$(*(,
Gj = (1− ε)aij + εajj
?("" '$( 1-,!-(2$( $ $==0" 2(2(" F"G!#>,(" =$- '(, 1-,!-(2$( 3 #($" #>**.
'!"" =0## Gi > Gj 2(*-(". !*#>
(1− ε)(aii − aij) + ε(aij − ajj) > 0
H; C! '(, 9"-($* (1−ε) 2,>ß $= J(,2*($%& 50 ε $#-. =0## 50"B%&#- aii ≥ aij
2(*-("; C!# $#- 2(,!'( '$( K('$"20"2. '!## 7$.$8 ($" L!#&:D*($%&2(/$%&-
$#-. ($" ($"5(*"(, )!"" #$%& "$%&- G(,M(##(,". /("" (, #-!-- $ '$( 1-,!-(2$(
3 #4$(*-;
N; D$*- $" '$(#(= O!** #>2!, aii > aij 7#-,$)-(# L!#&:D*($%&2(/$%&-8 '!""
#$"' /$, @(,-$2. '! !""!&=(2(=Bß (1 − ε) ≫ ε 2$*-; F#- aii = aij 7'!#
&($ß- 3 $#- ($"( M(#-( 9"-/>,- !0@ $8 '!"" =0## aij > ajj 2(*-(";
C!# #$"' !M(, 2("!0 '$( 5/($ K('$"20"2(" !0# C(ﬁ"$-$>" Q; F"#2(#!=- &!M("
/$, !*#>. '!## F"G!#>,(" 2("!0 '!"" "$%&- $" ($"( ,($"( K(GR*)(,0"2 =$- '(,
1-,!-(2$( $ ($"',$"2(" )!"". /("" $ ($"( (G>*0-$>"B, #-!M$*( 1-,!-(2$( $#-;
L(&=(" /$, "0" !". /$, &!M(" )($"( ,($"( S>40*!-$>". #>"'(," ($"( K(: 5($-*$%&( <"-/$%)*0"2
($"(, K(GR*)(,0"2GR*)(,0"2 $" '(, " G(,#%&$('("( 1-,!-(2$(" G(,-,(-(" #$"'; C$( 90#5!&*0"2.
'$( ($" 14$(*(, =$- 1-,!-(2$( $ 2(2(" ($"(" 14$(*(, =$- 1-,!-(2$( 3 (,&B*-. #($
/$( 2(/>&"- aij 0"' A = (aij)1≤i,j≤n #($ '$( 90#5!&*0"2#=!-,$T; 1($ xi '$(
UB0ﬁ2)($- '(, 1-,!-(2$( $ $" '(, K(GR*)(,0"2 0"' x '(, J()->, '$(#(, UB0:
ﬁ2)($-(". x = (x1, . . . , xn); F"#M(#>"'(,( $#- !*#> xi ≥ 0 0"'
∑n
i=1 xi = 1
7?$, #!2(" '!"" !0%&. '!## x !0@ '(= <$"&($-##$=4*(T Sn *$(2-8;
V= '$( CW"!=$) '(# 1W#-(=# 50 0"-(,#0%&(". M,!0%&(" /$, ($" +>'(** @E,
'$( <"-/$%)*0"2 '$(#(, K(GR*)(,0"2; C!@E, M("R-$2(" /$, 50(,#- @>*2("'(
K(>M!%&-0"2;
 !"!#$%&' ( 7C0,%&#%&"$--*$%&( 90#5!&*0"28
?$, M(,(%&"(" '(" '0,%&#%&"$--*$%&(" D(/$"" @E, ($"(" 14$(*(, 0"' @E, '$( '0,%&#%&"$--*$%&(
90#5!&*0"2D(#!=-M(GR*)(,0"2X
HY
 ! "#$ %&#'(') *#+ ,') %+)-+'.#' # +)#ﬀ+ *#+ '#$') 0-1)231'#$(#314'#+ x1
-56 '#$'$  7%&#'(') 5$, ')18(+ ,-$$ '#$' 952:-1(5$. ;<$ ai1! =#+ '#7
$') 0-1)231'#$(#314'#+ ;<$ x2 +)#ﬀ+ ') -56 '#$'$ >7%&#'(') 5$, ')18(+
ai2? 52@! %'#$' ,5)31231$#++(#31' 952:-1(5$. #2+ -(2< .'.'A'$ ,5)31 ,#'
%5**'




@<A'# (Ax)i ,'$ #7+'$ "#$+)-. ,'2 B'4+<)2 Ax A':'#31$'+!
>! 0#(( *-$ ,#' *#++(')' 952:-1(5$. ,') C'2-*+A';D(4')5$. ')*#++'($? 2<
A')'31$'+ *-$ '#$6-31 ,'$ .'@#31+'+'$ E5)31231$#++ ,') 952:-1(5$.'$
,') '#$:'($'$ %+)-+'.#'$F
x1(Ax)1 + . . .+ xn(Ax)n = x
TAx
0#) 4D$$'$ $5$ '#$ =<,'(( 6G) ,#' :'#+(#31' "$+@#34(5$. ,') H85ﬁ.4'#+'$ xi9$$-1*'$ GA') ,#'
EJ$-*#4 -562+'(('$! 0#) $'1*'$ ,-A'# -$? ,-22 '#$' %+)-+'.#' 5*2< 2+8)4') @8312+?
,'2+< .)Dß') #1) C'@#$$ #* B').('#31 :5* *#++(')'$ C'@#$$ ,') C'2-*+A'7
;D(4')5$. #2+! =-$ ')18(+ 2<*#+ ,#' L'&(#4-+<).('#315$.F
 !ﬁ#$%$&# ' ML'&(#4-+<).('#315$.N
 !" #$"%&' (&)*+,-./+&0  .ﬀ&0&,%.!-(-&./+2,(&, x˙i = xi[(Ax)i−x
TAx] +&.ß%
4&5-.6!%70(-&./+2,(8 #.& ."% &., 97:&-- :!;<0= ).& "./+ :.& >?2ﬁ(6&.%&, :&0
&.,A&-,&, #%0!%&(.&, xi ., :&0 B&.% &,%)./6&-,8
()%* + M"#$6-31' "#.'$231-6+'$ ,') L'&(#4-+<).('#315$.N
 ! 0'$$ x = x(0) ∈ Sn ,-$$ x(t) ∈ Sn 6G) -((' +"#.'$231-6+'$ ,')
L'&(#4-+<).('#315$.
>! E#' L-$,ﬂ831'$ ;<$ Sn 5$, ,-2 P$$')' 2#$, #$;-)#-$+
Q! E#' "34&5$4+' ;<$ Sn 2#$, R#S&5$4+' ,') L'&(#4-+<).('#315$.
C&)&."8
 ! %'# x ∈ Sn? -(2<
∑n
i=1 xi = 1! E-$$ .#(+∑n
i=1 x˙i =
∑n
i=1 xi(Ax)i − (
∑n
i=1 xi)(x
TAx) = xTAx− xTAx = 0
>! 0'$$ xi = 0? ,-$$ x˙i = 0? -(2< #2+ ,') L-$, #$;-)#-$+! P$2A'2<$,')'
#2+ ') -531 6G) $'.-+#;' T'#+'$ #$;-)#-$+! E-1') .#(+ 6G) x(0) ∈ int(Sn)?
,-22 x(t) ∈ int(Sn) 6G) -((' +!
Q! R-((2 xj(0) = 1 5$, xi(0) = 0 6G) -((' i 6= j? ,-$$ 6<(.+ ,#' 9522-.'
,5)31 "#$2'+:'$ #$ ,#' L'&(#4-+<).('#315$.!
 U
 !" "#$%" &"'!()*() +"$,)%- ',$$ '!" ."/0!1,%2#)0"!34*() ,0$ 52'"00 67# '!" 8*$$,)" '"$ 9,%:"$
:"!%0!34" ;(%<!310*() =2( >?*ﬁ)1"!%"( 7+"#4,*/% "!("( 9!(( 4,%A B"(( C,(
C!% "!("# >?*ﬁ)1"!%$="#%"!0*() $%,#%"%- ',(( 4,% C,( ,*34 !( ,00"( $/?%"D
#"( E"!%"( "!(" >?*ﬁ)1"!%$="#%"!0*()F  !" :<"!%" &"'!()*() !C/0!:!"#%- ',$$
"$ 1"!(" 5!)#,%!2( )!+%A G$% "!(" 9%#,%")!" !( '"# 8(6,()$+"=H01"#*() (!34%
=2#4,('"(- $2 12CC% $!" ,*34 $/?%"# (!34% 4!(:*F
;!("( E*$,CC"(4,() :<!$34"( I,$4DJ0"!34)"<!34%"( *(' '"# ."/0!1,%2#D
)0"!34*() $%"00% '"# 620)"('" 9,%: 4"#A
 !"# $ K."/0!1,%2#)0"!34*() =$F I,$4DJ0"!34)"<!34%L
M"'"$ $NCC"%#!$34" I,$4DJ0"!34)"<!34% !$% "!( O!P/*(1% '"# ."/0!1,%2#)0"!D
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E*C 8+$340*$$ '!"$"$ Q,/!%"0$ 1"4#"( <!# (234 "!(C,0 :*C R4"C, '"# I,$4D .!$!12'2C!(,(:
J0"!34)"<!34%" :*#731F B!" <!# 2+"( )"$"4"( 4,+"(- 1,(( "!( 9/!"0 C"4#"#"
K"=20*%!2(?# $%,+!0"L I,$4DJ0"!34)"<!34%" 4,+"(F ;$ $%"00% $!34 (*( '!" O#,D
)"- *(%"# <"034"( &"'!()*()"( $!34 C!% '"# E"!% <"034"$ I,$4DJ0"!34)"<!34%
"!($%"00%F
 ,:* <*#'" '"# &")#!ﬀ '"$ #!$!12'2C!(,(%"( J0"!34)"<!34%$ =2( M24( >,#D
$,(N! *(' ."!(4,#' 9"0%"( "!()"674#%F ;!( I,$4DJ0"!34)"<!34% 4"!ß% #!$!12D
'2C!(,(%- <"(( "$ '"( )#Hß%"( ;!(:*)$+"#"!34 +"$!%:% K',$ 4"!ß% "!( #!$!D
12'2C!(,(%"$ I,$4)0"!34)"<!34% $"%:% $!34 "4"# '*#34 ,0$ ,('"#"- "+"(6,00$
)""!)("%" I,$4DJ0"!34)"<!34%"LF  ,$ 620)"('" &"!$/!"0 $200 :"!)"(- <,$ ',C!%
)"C"!(% !$%F
%&'()'&* + K.!$!12'2C!(,(: !C O,00 =2( :<"! 9%#,%")!"(L






'% ()$%*'$+,-+$./ 0$1+ %' 23%$ '+"$4+% 5-'6&7*%$860%3$86+%9 /:;*$86 <=9=> ,/#
<?9?>@
(%+2+ ;-/ #$%'% A-+"$B $/ #$% C%)*$4-+."0*%$86,/0 %$/9 '. %"6:*+ ;-/ D!" #%/
E/+%$* x -/ =&()$%*%"/ #$% ?$ﬀ%"%/+$-*0*%$86,/0 x˙ = x(1 − x)[3x − 2]. ?%"
E/+%$* -/ =&()$%*%"/ 3:86'+ -*'. 0%/-, #-//9 3%// x > 23 0$*+@ G'+ x 4*%$/%"
-*'
2
3 '%+2+ '$86 6$/0%0%/ #$% (+"-+%0$% ? #,"86@ ?- x /," H%"+% $; G/+%"I-**
JK9LM -//%6;%/ 4-//9 1%#%,+%+ #-'9 #-'' #%" N$/2,0'1%"%$86 #%" ?&()$%*%"
0"Oß%" $'+ -*' #%" #%" Q..)%"-+."%/ & #$% (+"-+%0$% ? $'+ "$'$4.#.;$/-/+@
x=2/3 CD
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6"(-" 3&!"(" 1"',%7+'"- 4!, -8- 4!".",+/('" 3&!"(" %0 9"!#&!"( ."#  /-%'!/-
:%0"#2
 % "# 1"! 4!".",+/('"- 3&!"("- "!-" 8-*1",#7+%81%," ;"-<" =/- 0><(!7+"-
3',%'"<!"- <!1'? ("<"- 4!, 8-# 68",#' %8) "!-" $(%##" =/- 3',%'"<!"- )"#'? .!"
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 !"#$% #&''$( )!% !**$% (+% ,-!$.$ /$'%&0#'$'1 2!$ (+% $!($ 3+(2$ .&(45$6&(4$($(2!.$**&
7#($ 8!$2$%#7.+(4$( 2&+$%(9 :;% 2&" 5$6&(4$($(2!.$**& #&' $" 2&(( (+% <)$! *=4.!0#$ %$!($
,'%&'$4!$( 4$4$/$(> ?&( @&(( $(')$2$% @77-$%!$%$( 72$% (!0#'9 8!% #&/$(
!* )$!'$%$( A$%.&+6 4$"$#$(1 )&" $!( B%&'!7(&.$%B ,-!$.$% '+( "7..'$> CD*.!0#
!**$% E$6$@' "-!$.$(1 2$(( 2&" !"' 2!$ ,'%&'$4!$1 /$! 2$% $% "$!($( F&G7ﬀ
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,'%&'$4!$( 4&(< /$'%D0#'.!0#9 M!($ ,'%&'$4!$ @=(('$ <+*  $!"-!$. "$!(1 2&""
*&( !( N$2$% O9 3+(2$ *!' $!($% 8&#%"0#$!(.!0#@$!' L7( PQ R @77-$%!$%' +(2
&("7("'$( *!' $!($% 8&#%"0#$!(.!0#@$!' L7( SQ R9 M!($ &(2$%$ ?=4.!0#@$!'
)D%$1 2&"" *&( (+% @77-$%!$%'1 )$(( 2$% 5$4($% !( 2$( .$'<'$( O 3+(2$(
<+*!(2$"' 2%$!*&. @77-$%!$%' #&'9 M" )!%2 "0#7( &( 2!$"$(  $!"-!$.$( @.&%1
2&"" 2!$ J(<&#. 2$% *=4.!0#$( ,'%&'$4!$( "$#% "'&%@ )D0#"' +(2 +(;/$%!"0#'T
.!0# )!%29 8!% "0#%D(@$( +(" 2&#$% &+6 2!$ 67.4$(2$ U.&""$ L7( ,'%&'$4!$(
$!(>
 !ﬁ#$%$&# ' V?$*7%GTWT,'%&'$4!$(X
 !" #$%&'( )*!&+% &!"& ,&-.(/0102%(3%&4!&5 6&"" &( 73) 2*!&+ -!% &!"&-
4&6!))&" 8'4 9&4!""% '"7 )&!" 8'4 !" :&7&( 6&!%&(&" ;'"7& "'( <.- #')43"4
7&( :&6&!+) +&%=%&" ;'"7& 39>?"4%@
 
 $!* 5$6&(4$($(2!.$**& #&' $!($ 3+(2$ L!$% *=4.!0#$ J+"4D(4$1 2!$ *&(Y *=4.!0#$ J+"4D(4$
/$!*
5$6&(4$($(2!.$**&
&(#&(2 2$% J+"<&#.+(4 %$@7("'%+!$%$( @&((>
• 3$)&%2 3>  $!2$ ,-!$.$% #&/$( @77-$%!$%' VZ1ZX
• ,+0@$%[" -&G*$(' ,> ?$!( 5$4$("-!$.$% #&' *!0# &+"4$(+'<'1 )D#%$(2
!0# @77-$%!$%' #&/$ VZ1EX
• \$*-'&'!7( \> ]0# #&/$ *$!($( 5$4$("-!$.$% &+"4$(+'<' VE1ZX
• F+(!"#*$(' F> 8!% #&/$( /$!2$ E$6$@' 4$"-!$.' VE1EX
?!' 2!$"$( L!$% ^+"'D(2$( .&""$( "!0# 2!$ *=4.!0#$( ?$*7%GTWT,'%&'$4!$(
.$!0#' &(4$/$(>
(&%)%$&# V,0#%$!/)$!"$ 6;% 2!$ ?$*7%GT_($T,'%&'$4!$(X
`$2$ ?$*7%GTWT,'%&'$4!$ !"' 2+%0# $!($( A$@'7% (y, pR, pS , pT , pP ) 4$4$/$(1
)7/$! G 2!$ 8&#%"0#$!(.!0#@$!' &(4!/'1 !( 2$% W9 3+(2$ <+ @77-$%!$%$( +(2
pi 6;% i ∈ {R,S, T, P} 2!$ 8&#%"0#$!(.!0#@$!' !"'1 !( 2$% (D0#"'$( 3+(2$ <+
@77-$%!$%$(1 )$(( *&( !( 2$% A7%%+(2$ 2!$ J+"<&#.+(4 ! $%#&.'$( #&'9
 
 !"#$% &'!%( )*+ ,*-$./0!01(."(*%+*! 2*. "3(4*##* 54% 6$- 7*.#"48 2*. #*(9(*! !
:4!2*! ");
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 !""# $%& %'" $()'*+,-& .-/#- 01& 2 3456 pi &7/ 8*- 9%,'-& : 18-/ ; 47< =-#-/$*&*"#*"+,-
>#/%#-)*-&"1 "?/*+,# $%& 01& 8-#-/$*&*"#*"+,-& >#/%#-)*-&6 @-&&# $%& 8-& 97"#%&8
8-/ A1//7&8-< "1 *"# -*&8-7#*) B-"#)-'-)#< 13 -*& >?*-'-/ $*# -*&-/ 8-#-/$*C
&*"#*"+,-& >#/%#-)*- *& 8-/ &!+,"#-& D7&8- E11?-/*-/# Fpi = 1G 18-/ &*+,#
Fpi = 0G6
A-/&%+,'!""*)# $%& 47&!+,"# 8-& -/"#-& >?*-'47)< 8%&& )*3# -" )-&%7 24 = 16
8-#-/$*&*"#*"+,- >#/%#-)*-&< 8-&& BH/ I-8- 8-/ J A%/*%3'-& pR< pS < pT 7&8 pP
E1$$-& &7/ 8*- .-/#- : 18-/ ; *& K/%)-6
 !"#"$!% FS0, . . . , S15G
L-8- 9%,' 45*"+,-& : 7&8 ;M '!""# "*+, -*&8-7#*) %'" JC"#-''*)- 3*&!/- 9%,' N7$$-/*-/7&) 8-/
8-#-/$*&*"#*"+,-&
>#/%#-)*-&
8%/"#-''-&6 >1 *"# 8*- 3*&!/- =%/"#-''7&) 01&
13 = 1 · 23 + 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20
47$ O-*"?*-' ;;:;6 P%& E%&& &7& %'"1 8*- >#/%#-)*- (pR, pS , pT , pP ) = (1, 1, 0, 1)
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• =-/ U7#-T S15 = (1, 1, 1, 1) F !! " G V'' W
=*- .%,/"+,-*&'*+,E-*#< 8%"" V'' W *& 8-/ &!+,"#-& D7&8- E11?-/*-/#
*"# *$$-/ ;< 7&%3,!&)*) 8%01&< 5*- 8-/ 3*",-/*)- >?*-'0-/'%7B 5%/6
• =-/ O("-T S0 = (0, 0, 0, 0) F !! #G V'' =
V'' = 0-/"7+,# *& I-8-/ D7&8-< "-*&-& U-)-&"?*-'-/ %7"47&7#4-&6 =*-"
)-'*&)# *,$ &%#H/'*+, 3-"1&8-/" 8%&&< 5-&& 8-/ U-)-&"?*-'-/ "*+, &*+,#
8%)-)-& 5-,/#6 V'"1 "*&8 3-"1&8-/" V'' W 7&8 !,&'*+, E11?-/%#*0-
>#/%#-)*-& )-B!,/8-#< 01& V'' = %7")-3-7#-# 47 5-/8-&6
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^;
 !" #$% %&'()*% +%,!-.%-%- $)%//! 0%&!-"*!)*%*1 2& '!*  !34 %$-$5
.% 67(-(/%-8 9":;'()(.%-8 <!*'%/!*$7%& 4- =(3$()(.%- %$-.%)! %-8
%$-% >%)$%>$.% =*&!*%.$% ?!)"( -$;'* -(*#%- $.%&#%$"% <%/(&:5@A %$-5
34&%$;'%-8  $%  !-- !-  %/ B4&-$%& *%$)-$//*1 C-".%"!/* '!>%- !-
 %/ B4&-$%& @D =E$%)%& *%$).%-(//%-8  $% 34/ B%$) "%'& !4".%7)F.%)*%
=*&!*%.$%- 0%&,().* '!>%- 4- 34/ G%$"E$%) 0%&"4;'* '!>%-8  %- +%.5
-%& .%-!4 34 !-!):"$%&%- 4-  $% B!7*$7  !-- %-*"E&%;'%- 34 #H')%-1
+%#(--%- '!* >%$  $%"%/ B4&-$%& F>%&&!";'%- %&#%$"%  !" %$-,!;'"5
*% 9&(.&!//8 -H/)$;' B$* ,(& B!*8 %$-.%&%$;'* 0(/ 9":;'()(.%- 4- 
=E$%)*'%(&%*$7%& I-!*() J!E(E(&*1
K$%"%" B4&-$%& #4& % !-";')$%ß%- "%'& .%-!4 4-*%&"4;'*1 2" "*%))*%IM%)&( N" 3#%$*%"
B4&-$%& "$;'  !>%$ '%&!4"8  !"" BOB 7%$-%"#%."  $% E%&,%7*% B!7*$7 $"*8  %--
%" 'H**%  4&;'!4" >%""%&% =*&!*%.$%- .%.%>%- 5  $% !>%& 0(- -$%/!-5
 %/ %$-.%&%$;'* #4& %-1 K!" '!* IM%)&(  !34 0%&!-)!""*8 %$- 3#%$5
*%" B4&-$%& 34 0%&!-"*!)*%-1 P-*%& )%$;'* .%H- %&*%- =E$%)&%.%)- '!>%-
 $%"/!) Q@ =*&!*%.$%- *%$).%-(//%- 5 4-*%& !- %&%/ #4& %- !4;' %$5
-$.% =*&!*%.$%- %$-.%&%$;'*8  $% $/ %&"*%- B4&-$%& >%""%& !)" B$* ,(& B!*
!>.%";'-$**%- 'H**%-1 K(;' !4;' $-  $%"%/ 3#%$*%- B4&-$%& '!* "$;' $-
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2$- #%"%-*)$;'%& U!;'*%$) 0(- BOB $"* V% (;'8  !""  $%"% =*&!*%.$% "%'&
%/Eﬁ- )$;' !4, O%')%& &%!.$%&*1 =E$%)* B$* ,(& B!* .%.%- %$-%- !- %5
&%- B$*5,(&5B!*5=E$%)%& 4- >%&F;7"$;'*$.* /!-8  !"" /!-;'/!) 0%&5
"%'%-*)$;' %$- ,!)";'%& X4. .%"E$%)* #$& 8  !-- 7!--  !" 34 )H-.%&%-
J%0!-;'%5I**!;7%- ,F'&%-T
TFT C C . . . C C D C D . . .
TFT C C . . . C D︸︷︷︸
Fehler
C D C . . .
• K%& =*&%-.%T S8 = (1, 0, 0, 0) ? !"#A+&$/
2$- =E$%)%& /$*  %& +&$/5=*&!*%.$% #$& 7((E%&$%&%-8 "()!-.% "%$- +%.5
-%& %>%-,!))" 7((E%&$%&*1 =E$%)* !>%&  %& +%.-%& !4;' -4& %$-/!) K%5
,%7*8  !-- "E$%)*  %& +&$/5=E$%)%& 0(-  $%"%/ X%$*E4-7* !- -4& -(;'
K1 Y'-)$;' #$% B$* ,(& B!* )H""* "$;' +&$/ !)"( -$;'* 0(- I)) K !4"5
>%4*%-8  $% +&$/5=*&!*%.$% &%!.$%&* !))%& $-." -(;' "%-"$>)%& !4, O%')%&
 
 !"# $%&' ()*+) ,-./' 012# /34 2)*+)4/354)67) 86/94:;+*96)6 $<&' $=>& ?67 $=@&
ZZ
 !"# $!%&!'!#()"*'!& +"*'(,--.!%"!%!# /!& 0!1#!%& 2"%/ $-# 0%"3 45%
/!# 6!&( /!& 7."!)& #"*'( $!%8"!'!#9
• :!% ;%<13<("&*'!= S9 = (1, 0, 0, 1) > !"#$"? ;<$)-$
:"! 7(%<(!1"! ;<$)-$ ,--.!%"!%( /<##@ 2!## 3<# "# /!% A-%%B#/! !#( 
2!/!% /"! CB&8<')B#1 6 -/!% ; !%'<)(!# '<(  /"!& &*'!"#( 8B#D*'&(
!(2<& &!)(&<3 8B &!"#9 E-)1!#/! FG!%)!1B#1 8!"1(@ /<&& ;<$)-$ /B%*' 
<B& !"#! &"##$-))! 7(%<(!1"! &!"# ,<##=
H%/#!( 3<# /"! 3I1)"*'!# CB&8<')B#1!# /!% 6!"'! #<*'@ &- !%'D)(
3<# JK6K;K79 L!## 3<# /"! CB&8<')B#1!# J -/!% 6 !%'D)(@ /<##
,<## 3<# /B%*'<B& 8B4%"!/!# &!"# B#/ /!&'<)G G!" /!% G"&'!%"1!# 7(%< 
(!1"! G)!"G!#@ /<& '!"ß( G!" J 2!"(!%'"# :!4!,( 8B &."!)!# B#/ G!" 6
2!"(!%'"# 8B ,--.!%"!%!#9 N!,-33( 3<# #B% !"#! CB&8<')B#1 $-# ;
-/!% 1<% 7@ /<## ,I##(! 3<# $!%&B*'!#@ /!# #D*'&(!# OB1 <#/!%& 8B
&."!)!#@ <)&- "3 E<)) $-# 7 #B# :!4!,( 8B &."!)!# B#/ "3 E<)) $-# ; #B#
8B ,--.!%"!%!#9 :"!&! P2"# &(<Q@ )-&! &'"4(P J<,(", "&( 1!#<B /"! ;<$)-$ 
7(%<(!1"!9
R3 A!%1)!"*' 8B J"( 4-% J<( B#/ 0%"3 '<( ;<$)-$ /!# A-%(!")@ /<&& !& S"1!#&*'<4(!# $-#
;<$)-$E!')!% 1!1!# &"*' &!)G&( %!)<("$ &*'#!)) ,-%%"1"!%(=
Pavlov C C . . . C C D C C C . . .
Pavlov C C . . . C D︸︷︷︸
Fehler
D C C C . . .
L!## 3<# E!')!% 8B)D&&(@ /<## &."!)( ;<$)-$ <B*' 1!1!# C)) T &!'%
!%4-)1%!"*'@ /!## /B%*' !"#!# $!%&!'!#()"*'!# OB1 ,<## 3<# "# !"#!
7"(B<("-# ,-33!#@ "# /!% C)) T <B&1!#B(8( 2"%/=
AllC C C . . . C C C C C . . .
Pavlov C C . . . C D︸︷︷︸
Fehler
D D D . . .
R3 /"%!,(!# A!%1)!"*' 1!1!# C)) : '<( ;<$)-$ <))!%/"#1& ,!"#! T'<#*!9
;<$)-$ 2"%/ "33!% B#8B4%"!/!# &!"#! 7(%<(!1"! 2!*'&!)# B#/ "# U!/!3
82!"(!# OB1 $-# C)) : <B&1!#B(8( 2!%/!#9
AllD D D D D D . . .
Pavlov C D C D C . . .
V!"ß( /<& <G!% <B*'@ /<&& C)) : "# !"#! %!"#! ;<$)-$ ;-.B)<("-# !"# 
/%"#1!# ,<##W 7."!)( !"# ;<$)-$ 7."!)!% 1!1!# &"*' &!)G&(@ &- !%'D)( !%
.%- 6B#/! /"! CB&8<')B#1 6XG *@ &."!)( !% 1!1!# C)) :@ /<## $!%)"!%(
!% /B%*'&*'#"(()"*'  
c
2 .%- 6B#/! >Y-&(!# * "# U!/!% 82!"(!# 6B#/!?9 :<
!"# C)) : 7."!)!% 1!1!# &"*' &!)G&( /"! CB&8<')B#1 ;XZ !%'D)(@ !%'<)(!#
[\
 !" #$%&'()' *+,-./%+(&,0.1"!23
AllD Pavlov
AllD 0 b2
Pavlov − c2 b− c
45" )!',', 678!'%6 !,1 )., 71".1'&!'8.." 9:.;%$;<:.;%$;= &'(.+ ).((
'!( ,1"!>1', ?.,/@A%'!B/&' !B/1<  '(( b− c > b2 &!%1C D'(( .%,$ b > 2c
'"#5%%1 !,1< ).(( !,1 :.;%$; '!( ';$%+1!$(E" ,1.F!%', A%'!B/&' !B/1 +()
*%% G >.(( (!B/1 '!()"!(&'(C
 
 ! "##$%&'# ()* +$, -.'+'*%/01' 2'($#3'#'#+.4
0'&&$
D!" 05,,'( (+( >$(>"'1!,!'"'(< (.B/  '%B/'0 H$)+, ).,  !')'"/$%1' A'@
#.(&'('()!%'00. .F%.+#'( ,$%%C I!('( 4.%% >J(('(  !" ).F'! ;$( ;$"(/'"'!(
.+,,B/%!'ß'(3
 !"!#$%&' ( 9L'>.((1' *(-./% ;$( M+()'(=
?'/0'(  !" .(< ).,, ;$" )'0 78!'% ;'"'!(F."1  !")<  !';!'%' M+()'( &',8!'%1L'>.((1' *(-./% ;$(
M+()'(  '")'(C *(&'($00'(  !" F'ﬁ()'( +(, ).(( F'"'!1, !( )'" %'1-1'( M+()'C
D'%B/'( O+& ,$%%1' 0.( ,8!'%'(<  '(( 0.( ,'!('( :.P$ﬀ 0.2!0!'"'(  !%%R
G. 0.( (+" ($B/ '!(' M+()' -+ ,8!'%'( /.1< !,1 0.( '!&'(1%!B/  !')'" !0
4.%% )', '!(#.B/'( A'#.(&'('(@G!%'00., @ 0.( 0+,, ,!B/ S. !( )'" %'1-1'(
M+()' (!B/1 0'/" +0 ,'!('( M+# >500'"(C G',/.%F !,1 ', .0 F',1'(< G'#'>1
-+ ,8!'%'(C G'" A'&('"  !") ', .F'" .+, )'( &%'!B/'( A"5()'( +(1'"%.,,'(
!( )'" %'1-1'( M+()' -+ >$$8'"!'"'(C
G.)+"B/  !") .%,$ )!' ;$"%'1-1' M+()' -+" %'1-1'( M+()'< !( )'" 0.( ,!B/
#"'! #5" '!(' *%1'"(.1!;' '(1,B/'!)'( >.((C G. !( )'" %'1-1'( M+()' $/('/!(
9G<G= &',8!'%1  !")< F".+B/1 0.( ,!B/ .+B/ /!'" (!B/1 0'/" +0 ,'!(' M'8+@
1.1!$( -+ >500'"(C H.(  !") .%,$ '!(#.B/ ).(.B/ 1".B/1'(< !( )!','" M+()'
F',10J&%!B/ .F-+,B/('!)'( +() #$%&%!B/ G ,8!'%'(C G'" A'&('"  !") (.15"%!B/
)., A%'!B/' 1+(C T( )'0 0.( )!',' UF'"%'&+(& (+( #5" .%%' M+()'( F!, /!(
-+" '",1'( M+()'  !')'"/$%1 9 !"#$!%& '(&)"*'+(=< '"/E%1 0.(< ).,, !( S')'"
M+()' G'#'>1 &',8!'%1  !")C
T,1 .%,$ ,B/$( ;$( ;$"(/'"'!( F'>.((1<  .(( )!' %'1-1' M+()' !,1< ).((  !")*%1'"(.1!;'( -+
>$(,1.(1'" *(-./%
;$( M+()'(
'!( ".1!$(.%'" 78!'%'" *%% G ,8!'%'(C I, &!F1 - '! HJ&%!B/>'!1'(< )!','0 4.%%
.+, )'0 D'& -+ &'/'(3
VC H.(  '!ß (!' 0!1 7!B/'"/'!1< $F )!' .>1+'%%' M+()' F'"'!1, )!' %'1-1'
!,1< )'(( ', &!F1 !00'" '!(' 8$,!1!;' D./",B/'!(%!B/>'!1 w #5" '!('
 
 !" #$%&$"$ '()*"+,&%*($( -." /&",&$0%$ 1,23*2 4%$5$ 678
WX
 !"#$%& '( )&
 
*+ ,-$ ./0&1 203) ( & )10"# 45% 20&)&3#41%6 &$ 708% -1$4 7-3 9&0 & 1&%:%&
'( )& ;)-$ & %$/30"#% )&< =3& :5-11 w = 1>
?$% &0 &3 )0&$&3 @&)0 7( 7& &35A11% ( ) 701% 0< &3$%& B-116 )-$$ )0& C-#3D
$"#&0 10"#9&0% 5A3 &0 &  !"#$%& '( )& 734ß 7& (7 0$%6 )-  :&07% )-$ 20&)&3D
#41%& =&5- 7& & )01&<<- )4"#  4"# &0 0 %&3&$$- %&$ F&3#-1%& G
 !"!#$%&' ( ;H0"#%&I0$%& : &0 &3 8&$%& .%3-%&70&>
J$ 708% 9&0 & .%3-%&70&6 )0& 0<<&3 )0& 8&$%& 0$%6 ( -8#! 707 )-K4 6 2-$ )&3 H0"#%&I0$%& : &0 &3
8&$%& .%3-%&70&- )&3& %(%+ ,&  2&  )&3 - )&3& ./0&1&3 L11 M $/0&1%6 )-  0$% L11 , )0&
8&$%& L %243%+
./0&1% )&3 =&7& $/0&1&3 N&)4"# =30<6 )-  &3#!1% &0 L11 , ./0&1&3 &0 & L($D
:-#1( 7 K4 b + 0 + 0 + 0 + . . . = b+ ?$% w 734ß 7& (76 )-  2!3& &$ 8&$D
$&36 0 )0&$&3 .0%(-%04 L11 M :( $/0&1& 6 )&  )-$ 830 7% &0 & O-P4ﬀ K4 
(b− c) + w(b− c) + w2(b− c) + . . . = b−c1−w ( )
b−c





? )&3 2&0%&3& B417& 2&3)& 203 K4< :2&0%& B-11 -($7&#& G C03 2&3)& @&$"#3! 9( 7 -(5
∞DK0&1& '( )& -  &#<& 6 )-$$ )-$ ./0&1 ( & )10"# 45% 20&)&3#41% 203)+ ,&3 =3( ) )-5A3
0$% $"#10"#% ( ) &0 5-"# )0& 1&0"#%&3& @&3&"#& 8-39&0%G R(< &0 & 9-  <- 
)-  #4ﬀ& 6 )-$$ )&3 J0 ﬂ($$ )&$ &3$%& R(7&$ K&3 -"#1!$$07% 2&3)& 9-  +
T- #-% )-  -1$4 &0 & )&3 5A 5 (3$/3A 710"#& F-30-81& &10<0 0&3%+ R(<
- )&3& 9-  <- &$ $4<0% -("# K&3#0 )&3 6 )-$$ )&3 :($!%:10"#& O-3-<&%&3
w #0 :(94<<%+
 !" #$%&$'()*+ ,$% -'((&$%$* .)/012&)*+
C03 2411& #&3-($ﬁ )& 6 20& #4"# )0& <0%%1&3& L($:-#1( 7 0$%6 2&  :2&0
./0&1&3 ( & )10"# 45% 7&7& &0 - )&3 $/0&1& + ,-:( 0$% &$ $0  K4116 $0"# :(&3$%
)-3A8&3 =&)- 9& :( <-"#& 20& )&3 ."#30%% K4 &0 &3 '( )& :(3  !"#$%& 
K&31!(5%+
L 7& 4<<& 6 0"# $/0&1& <0% )&3 .%3-%&70& (y, pR, pS , pT , pP ) 7&7& &0 & V&31&0%( 7






P ) ( )  &#<& 203 2&0%&3 - 6 0 
)&3 1&%:%& '( )& #-8& 0"# )0& L($:-#1( 7 . &3#-1%& + ?"# 2(3)& -1$4 -($7&D
 (%:% ( ) <&0 =&7 &3 #-% )0& L($:-#1( 7 X &3#-1%& + C&1"#& L($:-#1( 7
2&3)& 0"# )-  0 )&3  !"#$%& '( )& &3#-1%& Y
?"# &3#-1%& )0& L($:-#1( 7
 
 !" #$%&'())!$* %$++* +'% ,&* '%- .'// w 0,%/*'%* $/*1 2!'3$/*$/()!" 45"! !/ 4,)3
'%67%!)+!%- .'// .$! 8')"/()!$%3$()0!$* +$* 67%!)+!%.!" 27%.!%'%6')3 &533* 9 67+




•  ! "#$$ %&"&'( )*' +,#(#-.$/# 0.',%*'#)$()*'1#)/ pS2 .(% .3*' 4#)$
5#6$#, +,#(#-.$/# 0.',%*'#)$()*'1#)/ p′T 2 1&&7#,)#,#$! .(%& 4)/ #)$#,
0.',%*'#)$()*'1#)/ -&$ pS · p
′
T 8
• 9! "#$$ )*' 1&&7#,)#,# 3$: 4#)$ 5#6$#, 4)*' ")#:#, .3%$3/;/8 <)#
0.',%*'#)$()*'1#)/ =#/,>6/ pS · (1− p
′
T )
• ?! "#$$ )*' 4#)$#$ 1&&7#,)#,#$:#$ 5#6$#, 4)/ 0.',%*'#)$()*'1#)/
(1− pS) · p
′
T .3%$@/;#
• A! "#$$ "), =#):# $)*'/ 1&&7#,)#,#$! .(%& 4)/ 0.',%*'#)$()*'1#)/
(1− pS) · (1− p
′
T )
B$.(&6 1.$$ 4.$ :)# C&(6#".',%*'#)$()*'1#)/#$ =#,#*'$#$! "#$$ )*' )$ :#,
D&,,3$:# :)# B3%;.'(3$6  ! ? &:#, A #,'.(/#$ '.=#8 <)#%# 0#,/# 1.$$ 4.$
:.$$ )$ #)$#, E./,)F ;3%.44#$G.%%#$8
 !ﬁ#$%$&# ' +H=#,6.$6%4./,)F2
 !" #$%&"'(" )*)+,-./!* Q = (qij) 0"!ß. 23"/&-'&45-./!*6H=#,6.$6%4./,)F
R S T P
R pR · p
′
R pR · (1− p
′
R) (1− pR) · p
′
R (1− pR) · (1− p
′
R)
S pS · p
′
T pS · (1− p
′
T ) (1− pS) · p
′
T (1− pS) · (1− p
′
T )
T pT · p
′
S pT · (1− p
′
S) (1− pT ) · p
′
S (1− pT ) · (1− p
′
S)
P pP · p
′
P pP · (1− p
′
P ) (1− pP ) · p
′




78/ i, j ∈ {R,S, T, P} &!3. ("/ 9!'./-& -' ("/ :."%%" ;!<=> (!" ?-0/4@0"!'%!@0+
A"!. -'< !' ("/ 'B@04."' CD'(" (!" ED4F-0%D'& = FD "/0-%."'< G"'' 5-' !'
("/ H$/!&"' CD'(" (!" ED4F-0%D'& ! "/0-%."' 0-. ; !" I"!%"' 3"F"!@0'"' -%4$
("' ID4.-'( ("/ H$/!&"' CD'("< (!" :J-%."' ("' ID4.-'( ("/ A$55"'("'
CD'(">K
9#) x = (yy′, y(1−y′), (1−y)y′, (1−y)(1−y′)) :#, D#1/&, :#, .$6)=/! 4)/ "#(K0.',%*'#)$()*'1#)/
:#, L3%/>$:#
 !9!?!A
*'#, 0.',%*'#)$()*'1#)/ 4.$ %)*' )$ :#, 9/.,/,3$:# M )$ #)$#4 :#, L3%/>$:#
 ! 9! ? &:#, A =#ﬁ$:#/8 C@, :)# $>*'%/#  3$:# #,'>(/ 4.$ :)# #$/%7,#K
*'#$:#$ 0.',%*'#)$()*'1#)/#$! )$:#4 4.$ :#$ D#1/&, F 4)/ :#, E./,)F O
43(/)7();)#,/! .(%& x ·Q =)(:#/8 0#$$ 4.$ :)#%#$ D&,6.$6 ")#:#,'&(/! #,'>(/
4.$P <)# 0.',%*'#)$()*'1#)/! :.%% 4.$ %)*' )$ :#, $K/#$  3$:# )$ #)$#4 :#,
L3%/>$:#  ! 9! ? 3$: A =#ﬁ$:#/! )%/ :3,*' x ·Qn 6#6#=#$8
(!)!*+,#- . +Q)6#$%*'.G/#$ :#, H=#,6.$6%4./,)F2
<. :)# L.'(#$ pi =;"8 p
′
j )4 R$/#,-.(( SM!JT ()#6#$! './ :)# H=#,6.$6%4./,)FQ)6#$%*'.G/#$ :#,
H=#,6.$6%4./,)F #=#$G.((% $3, Q)$/,>6# )4 R$/#,-.(( SM!JT8 <)# L#)(#$%344# )%/ U#"#)(%
pip
′
j + pi(1− p
′
j) + (1− pi)p
′





j + 1− p
′
j) + (1− pi)(p
′




 !" #$%%&% %'% (!& )*&+"!& (&" ,-"#+.#&//&% -'0 (!&1& ,-/"!2 -%3&%(&%4 )*&+"!& (&"
,-"#+.#&//&% &%% 5 (!& ,!16*'%71&!7&%16*-0/ *-/ 8(-1 *&!ß/: &1 &2!1/!&"/ &!% ;: 1+(-11
-<<& =!%/">7& .+% QN 1/"!#/ ?+1!/!. 1!%(@: (-%% 7!A/ &1 &!%& B'7&*$"!7& 1/-C
/!+%>"& D&"/&!<'%7 π4 E!&1& D&"/&!<'%7 *-/ 0+<7&%(& =!7&%16*-0/&%F
• π·Q = π: (-1 *&!ß/ (!&  -*"16*&!%<!6*#&!/&% 0G" (!& &!%B&<%&% H'1/>%(&
>%(&"% 1!6* %!6*/ I&*" !% (&" H&!/
•  &%% !6* I!/ &!%&" A&<!&A!7&% J/-"/.&"/&!<'%7 x 1/-"/&: (-%% #+%.&"C
7!&"/ (!& D&"/&!<'%7 7&7&% π: 7&%-'&"F limn→∞ x ·Q
n = π
E-I!/ 1!%( 3!" %'% !% (&" K-7&: I&!%& I!//<&"& L'1B-*<'%7 B' A&"&6*%&%4 I!//<&"& L'1B-*<'%7
J&! (-B' L8#@ I&!%& L'1B-*<'%7 !% (&" #C/&% M'%(&4 J!& !1/ 7&7&A&% ('"6*
A(k) = R · (xQk)1 + S · (xQ
k)2 + T · (xQ
k)3 + P · (xQ
k)4 = g · xQ
k
8N4N@
3+A&! g = (R,S, T, P ).  !" (&ﬁ%!&"&% %'% (!& I!//<&"& L'1B-*<'%7 -<1
A¯ = lim
k→∞
A(0) + . . .+A(k)
k + 1
8N4P@
,!/ Q!<0& (!&1&" E&ﬁ%!/!+% #-%% I-% %'% (!& ('"6*16*%!//<!6*& L'1B-*<'%7
A&"&6*%&%: (!& &!% A&<!&A!7&" ,&I+"RCSCJ?!&<&" 7&7&% &!%&% -%(&"&% ,&I+"RC
SCJ?!&<&" &"*></4
 !"#$"!% & 8E'"6*16*%!//<!6*& L'1B-*<'%7 0G" "&!%& ,&I+"RCSCJ/"-/&7!&%@
J?!&<&% B3&! A&<!&A!7& ,&I+"RCSCJ?!&<&" 7&7&%&!%-%(&" '%( /"&/&% #&!%& T&*C
<&" -'0: 1+ <>11/ 1!6* (!& ('"6*16*%!//<!6*& L'1B-*<'%7 7&I>ß 8N4P@ #+%#"&/
-%7&A&%4  !" A&/"-6*/&% (-B' (!& 0+<7&%(&% U&!1?!&<&F








1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


=1 7!</ Q21 = id, Q
3
1 = Q1, Q
4
1 = id: '134 J+I!/ 7!</ -<1+ -'6* 0G" (!&
L'1B-*<'%7&% ?"+ M'%(& A(2k) = A(0) '%( A(2k+ 1) = A(1) 0G" -<<&





















 !"" #$%  #&  '()*$)*"#%%+#)*& ,'$-!*+'". !+$/ .&.&0&"  '()*
A¯ = R · (xQ¯1)1 + S · (xQ¯1)2 + T · (xQ¯1)3 + P · (xQ¯1)4.
1#& 2!%(#3 Q¯1 .#0% !"4 5#% 6&+)*&( 78'ﬁ.:&#% 5!" $#)* #" ,0*8";
.#.:&#% </5 ,"=!".$-'$%!" #" &#"&5  &( >'$%8" & ?4 @4 A / &( B
0&ﬁ" &%C D$%  #& ,'$-!*+'". #"  &( ,"=!".$('" & .+&#)* ?4  !"" =/+.%
!'$  &( E/(5 </" Q¯14  !$$ !')* #" !++&" (&$%+#)*&" ?'" &"  &( B!F/ﬀ
? !'$.&-!*+% 6#( C @%!(%&% 5!" *#".&.&" 5#%  &( ,'$-!*+'". @4  !""
6#( 5!" #"  &( 78+=%& !++&( ?'" &" 6#& &(  #& ,'$-!*+'". @4 #"  &(
!" &(&" 78+=%&  #& ,'$-!*+'". A &(*!+%&"C
HC I(#5 <$C S6C EJ( &#"& @K#&+$#%'!%#/" -6#$)*&" S8 '" S6 *!%  #& L0&(;




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1













0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1


1!$ *&#ß%4 $%!(%&% 5!" 5#% &#"&5  &( >'$%8" & ?4 @ / &( A4  !""
0&:/55%  &( I(#5;@K#&+&(  '()*$)*"#%%+#)*  #& ,'$-!*+'". AC D$%  #&
,"=!".$!'$-!*+'". O& /)* B4 $/ #$% !')*  #&  '()*$)*"#%%+#)*& ,'$-!*;
+'". .+&#)* BC
1#&$& -6&# P&#$K#&+& -&#.&" !+$/ =/+.&" &$M@)*+'$$=/+.&('". !'$
 &" P&#$K#&+&"
• 1#&  '()*$)*"#%%+#)*& ,'$-!*+'". *8".% </5 >'$%!"  &( ,"=!".$('";
 & !0C
• Q&""% 5!"  #& 5#%%+&(& L0&(.!".$5!%(#3 Q¯ '"  &" ,"=!".$-'$%!" 
x4  !"" +8$$% $#)*  #&  '()*$)*"#%%+#)*& ,'$-!*+'". 5#%  &( E/(5&+
A¯ = R · (xQ¯)1 + S · (xQ¯)2 + T · (xQ¯)3 + P · (xQ¯)4  #(&:% 0&(&)*"&"C
R5  #& 5#%%+&(& L0&(.!".$5!%(#3 -' 0&(&)*"&" 0(!')*&" 6#( =/+.&" &
1&ﬁ"#%#/" !'$  &( A*&/(#&  &( 2!(:/<:&%%&"M
 !ﬁ#$%$&# ' S?&:'((&"%& '" %(!"$#&"%& >'$%8" &T
 !" #$%&'() i* i ∈ {R,S, T, P} +!,ß& "!.$""!(&* /!(( ),! 0'+"%1+!,(2,1+3
.!,&* '$%4!+!() 567 8(9'(4%:$%&'() i ,( !,(!" %;<&!"!( =$()! /,!)!" ,( )!(
#$%&'() i :$ 4!2'(4!(* 42!,1+ > ,%&? 8()!"(9'22% +!,ß& )!" #$%&'() i &"'(%,!(&?
HU
 ! "!#$%$& '(%)*$! +$)#,)$-$! ./% 01% 2)$ 3/4%)5 Q1 2$% 6"#4/!2 7 $)! %$8 +$)#,)$-$ 01%
%$9"%%$!4$ "!2
4%/!#)$!4$ 6"#4:!2$
9"%%$!4$% 6"#4/!2; !/<= > ?"!2$! $%=:-4 2$% 7,)$-$% .)$2$% 2)$ @"#A/=-"!*
7B C1% 2)$ 3/4%)5 Q2 )#4 7 D$2(<= $)! 4%/!#)$!4$% 6"#4/!2 8 #4/%4$4 &/! &)4
2$% @"#A/=-"!* 7 E$9(&&4 &/! )! /--$! .$)4$%$! ?"!2$! 2)$ @"#A/=-"!* FB
G)% #)!2 !"! )! 2$% H/*$; $)!$ C(%&$- 01% 2)$ &)44-$%$ IE$%*/!*#&/4%)5 J$%-$)4"!* 2$%
&)44-$%$!
IE$%*/!*#&/4%)5
=$%A"-$)4$!B K/# LB +$)#,)$- =/4 *$A$)*4; 2/## $# E$) %$9"%%$!4$! 6"#4:!2$!
.)<=4)* )#4; A" E$%1<9#)<=4)*$!; .)$ -/!*$ $)! %$9"%%$!4$% 6"#4/!2 E$!M4)*4
"& .)$2$% A"& @"#*/!*#,"!94 A"%1<9A"9$=%$!B K/ )! 2)$#$& +$)#,)$- 2)$
N$%)(2$!-:!*$ *-$)<= > ./%; ."%2$ 2$% K"%<=#<=!)44 '(! A.$) 3/4%)A$! *$8
!(&&$!B
K/# >B +$)#,)$- )--"#4%)$%4; 2/## &/! 01% 2)$ &)44-$%$ IE$%*/!*#&/4%)5 ./%4$!
&"##; E)# /--$ 4%/!#)$!4$! 6"#4:!2$ /"0 %$9"%%$!4$ 6"#4:!2$ /E*$E)-2$4 .$%8
2$!B 74/%4$4 &/! )! 2)$#$& +$)#,)$- &)4 2$& 4%/!#)$!4$! 6"#4/!2 ?; #( &"##
&/! A.$) ?"!2$! -/!* ./%4$!; E)# &/! )& %$9"%%$!4$! 6"#4/!2 F /!*$9(&8
&$! )#4B K)$# 01=%4 2/A"; 2/## &/! 01% 2$! K"%<=#<=!)44 Q2 =$%/!*$A(*$!
=/4B
 !#*$#/&4 $%*)E4 #)<= 2/&)4O 7$) m 2)$ &)!)&/-$ @!A/=- '(! ?"!2$!; E)# C(%&$- 01% 2)$
&)44-$%$
IE$%*/!*#&/4%)5
D$2$% 4%/!#)$!4$ 6"#4/!2 2$% IE$%*/!*#&/4%)5 P /"0 $)!$! %$9"%%$!4$! 6"8
#4/!2 /E*$E)-2$4 .)%2 "!2 #$) n 2/# 9-$)!#4$ *$&$)!#/&$ Q)$-0/<=$ 2$% N$%)8







Qm +Qm+1 + . . .+Qm+n−1
n
R>BST
+$) S5S83/4%)A$! )#4 #,:4$#4$!# !/<= m = 3 ?"!2$! D$2$% 4%/!#)$!4$ 6"8
#4/!2 )! $)!$& %$9"%%$!4$! 6"#4/!2 *$-/!2$4B C1% 2)$ &M*-)<=$! N$%)(2$!







3)4 R>BUT -:##4 #)<= !"! 2)$ &)44-$%$ @"#A/=-"!* 01% D$2$# 7,)$- A.)#<=$! A.$) @"#A/=-"!*#&/4%)5
01% "!*$#4M%4$
3$&(%V8L874%/4$*)$!
E$-)$E)*$! "!*$#4M%4$! 3$&(%V8L874%/4$*)$! E$%$<=!$!B K)$#$ @"#A/=-"!*$!
#)!2 01% 2/# #)&"-4/!$ K(!/4)(!8W/&$ )! 2$% 0(-*$!2$! F/E$--$ /!*$*$E$!B
K)$ >5>83/4%)5 /! 2$% 74$--$ RSi, SjT *)E4 2/E$) 2)$ N/V(ﬀ# '(! Si *$*$!
Sj )! @E=:!*)*9$)4 2$# @!0/!*#A"#4/!2$# /!O H)!9# (E$! .)%2 &)4 2$& @!8
0/!*#A"#4/!2 ? E$*(!!$!; %$<=4# (E$! &)4 7; -)!9# "!4$! &)4 F "!2 %$<=4#
"!4$! &)4 NB
 ! 2)$#$% F/E$--$ A$)*4 #)<= )! LLY /--$% >UZ &M*-)<=$! C:--$ R</B SS [T $)!$








































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































b − c 0
b 0
b − c b
b b
b − c b
b 0













































































b − c b − c







b − c b − c
b b − c
b − c b
b b
b − c b










































































b − c 0
b − c 0
b − c b − c
b − c b − c
b − c b − c
b − c 0
b − c b − c



















































































b − c b − c




















b − c b − c
b − c b − c
b − c b − c
b − c b − c
b − c b − c











































b − c b − c
0 0









b − c b − c
b 0











































b − c −c
b − c b − c
b − c b − c
b − c b − c
b − c b − c





b − c b − c
b b − c
b − c b − c












































b − c b − c
b − c 0
b − c b − c
b − c b − c
b − c−c
b − c 0
b − c −c
b − c b − c
!"#!"#
!"#  
b − c b − c












































b − c −c
−c b − c
b − c b − c
b − c b − c
b − c b − c
b − c b − c
b − c−c
b − c−c
b − c −c
b − c b − c
b − c b − c





 !!"#$%&' ()*+ ,"-%#./&01 23&/."3&45/-0+ ,6"0# 37&0 807#09
:
;
 !" #$"%$& '()*$" +,-. /,'0+.1,&2'3+*"!0$& 45" 6(!$1$ 3!* 7$.1$"& .$"8 /,'0+.1,&2 45"
6(!$1$ 3!* 7$.1$"&1$!*$&9 :& %!$'$3 7+11 .+* %!$ ;<$"2+&2'3+*"!= > ?4* '?2+" %!$ @,"-.3!8
'-.,&2'$!2$&'-.+4* ,&% %!$ 7?"3$1 45" %!$ 3!**1$"$ /,'0+.1,&2 2$3)ß BC9DE
1)''* '!-. &?-. #$!*$" F$"$!&4+-.$&G @!$ $"'*$& H1!$%$" !& %$" 6,33$ BC9DE
'(!$1$& 45" %$& I!3$' J$!&$ K?11$ ,&% <$! %$& '()*$"$& H1!$%$" J?&F$"2!$"*
(x ·Qk) +&&+.3$2$3)ß 2$2$& %$& '*+*!?&)"$& L$J*?" π9 :&'2$'+3* !'* +1'?
!& %!$'$3 7+11 3$!&$ 3!**1$"$ /,'0+.1,&2 2$2$<$& %,"-.
A¯ = Rπ1 + Sπ2 + Tπ3 + Pπ4 = g · π BC9ME
 !"#$"%!&$'$ "()$*+ &,!! &)$ -+,'+.$'+$)*/!0 x /!& &,1)+ ,/23 &$' 4,',1$5
+$' y 67' 1$)!$! 8/0 )! &$' -+,'+'/!&$ 9$)!$ :%**$;
 !" #$%&' ()' *&+,&$'
<)$"$ =$+3%&$ 1>23+$! ?)' !/! ,/6 -()$*$ 1)+ @$3*$'! ,!?$!&$!; A$.%' ?)' B'+$! .%! @$3*$'!
&)$" +/! 9>!!$!C 17""$! ?)' /!" D$&%23 E/$'"+ 7#$'*$0$!C ?$*23$ B'+$! .%!
@$3*$'! $" 0)#+ /!& ?)$ ")$ &)$ -+',+$0)$! #$$)!ﬂ/""$!;
8/!G23"+ 9>!!+$ $" $)!1,* (,"")$'$!C &,"" ?)' E?,' #$,#")23+)0$! E/ 9%%($5 @$3*$' )! &$'
 1(*$1$!+)$'/!0')$'$! #E?; E/ &$6$9+)$'$!C ,#$' 1)+ $)!$' 0$?)""$! H9*$)!$!I J,3'"23$)!5
*)239$)+ ε 0$!,/ &," @,*"23$ +/!; <," 3$)ß+C 3,+ 1,! )! &$' L%''/!&$ &)$
B/"E,3*/!0 : $'3,*+$!C &,!! )"+ &)$ J,3'"23$)!*)239$)+ +,+"G23*)23 E/ 9%5
%($')$'$! "+,++ pR D$+E+
(1− ε)pR︸ ︷︷ ︸
Wollte eigentlich kooperieren
+ ε(1− pR)︸ ︷︷ ︸
Wollte D spielen
= pR − 2εpR + ǫ
<)$"$ B'+ .%! @$3*$' !$!!$! ?)' @$3*$' )! &$'  1(*$1$!+)$'/!0; M' #$?)'9+C
&,"" E/' -+',+$0)$ (pR, pS , pT , pP ) 6%*0$!&$' @$3*$'+$'1 3)!E/9%11+N
ε(1− 2pR, 1− 2pS , 1− 2pT , 1− 2pP ) HO;PI
J$)+$'" 9>!!+$ 1,! #$'729")23+)0$!C &,"" $)! @$3*$' !/' &,!! ,/6+')++C ?$!! @$3*$' #$)
Q%%($',+)%!)23 $)0$!+*)23 9%%($')$'$! ?)**; -% 9,!! $" E/1 A$)"()$* .%'9%11$!C &,""
1)23 $)! @'$/!& /1 1$)!$ R)*6$ #)++$+ /!& )23 $)0$!+*)23 ,/23 3$*6$! ?7'&$C
,#$' *$)&$' )! &)$"$1 =%1$!+ 9$)!$ 8$)+ 3,#$ H=,! #$,23+$C &,"" ")23 3)$'
9$)! @$3*$' $)!"23*$)23+C ?$!! )23 <$6$9+ "()$*$! ?)** 5 &$!! ?$!! )23 1$)!$1
@'$/!& 0$',&$ !)23+ 3$*6$! ?)**C &,!! +/$ )23 $" $)!6,23 !)23+C 0,!E $0,*C %#
)23 7#$'3,/(+ 8$)+ &,67' 3G++$I;
-%*23$ @$3*$' 673'$! ,*"% &,E/C &,"" ")23 E/1 A$)"()$* 1$)! pR !/' &,!! /1
$)!$! @$3*$'+$'1 κ G!&$'+C 6,**" )23 9%%($')$'$! ?)**;
ST
 !"#$% &'( )' *$+'()##,"+- ."'' &/0 !1+ )&!)! 2)0#)+ ,)%)0)- 3)!! &/0 )&%)!(42)0#)+ ,)& 5)6)7(&$!
#&/0 5)6)7( '8&)#)! 3&##9 :$ 7;!!() )' <1= >)&'8&)# 8"''&)+)!- ."'' &/0 =&(
)&!)+ %)3&'')! ?"0+'/0)&!#&/07)&( λ )&! '/0#)/0()' @)3&'')! ,)7$==) 1!.
'/0#1'')!.#&/0 .$/0 7$$8)+&)+) A3&).)+ &'( ."' )&!) :&(1"(&$!- &! .)+ '&/0
!&/0(' B!.)+( 3)!! &/0 $0!)0&! 7$$8)+&)+( 0B(()C9




(λ− (κ+ λ)pR, λ− (κ+ λ)pS , λ− (κ+ λ)pT , λ− (κ+ λ)pP ) AF9GC
5&)')+ H)7($+ '()##( '&/0)+- ."'' <1= >)&'8&)# 6I+ pR = 0 A5)6)7(&$!C )&!
2)0#)+()+= *$! λ 0&!<1%)6I%( 3&+. 1!. ."'' 6I+ pR = 1 AD$$8)+"(&$!C .)+
?)+( κ *$! .)+ D$$8)+"(&$!'3"0+'/0)&!#&/07)&( ",%)<$%)! 3&+.9
J&!) "!.)+) 2)0#)+K1)##) ,)'()0( ."+&!- ."'' ="! .)! *$+&%)! L1% .)' @)%42)0#)+ &! .)+
 1ﬀ"''1!% .)'
@)%!)+'
!)+' =&( )&!)+ 7#)&!)! ?"0+'/0)&!#&/07)&( ν 6"#'/0 &!()+8+)(&)+(9 5)+ @)%!)+
7;!!() =&+ <1= >)&'8&)# )(3"' @1()' %)("! 0",)!- ",)+ &/0 0",) ."' 6B#'/04
#&/0)+3)&') "#' N!0;ﬂ&/07)&( *)+'("!.)!9 :$ )&! P&''*)+'(B!.!&' 6I0+( ."<1-
."'' &/0 '("(( .)+ +&/0(&%)! ?"0+'/0)&!#&/07)&( pR !1+ .&) ?"0+'/0)&!#&/07)&(
pS "!3)!.) A,<39 pP '("(( pT C9 5)+ D$++)7(1+()+= #"1()( "#'$ ,)& 2)0#)+!
&! .)+ Q!()+8+)("(&$! .)' @)%!)+'
ν(pS − pR, pR − pS , pP − pT , pT − pP ) AF9RC
 !"#$% &'( )' !"(I+#&/0 "1/0 *$+'()##,"+- ."'' &/0 =)&!)! )&%)!)! L1% =&( )&42)0#)+ &! .)+
 1ﬀ"''1!% .)'
)&%)!)! L1%)'
!)+ 7#)&!)! ?"0+'/0)&!#&/07)&( µ 6"#'/0 &!()+8+)(&)+)9 :$ 7;!!() &/0 =)&!)=
P&('8&)#)+ )&! @)'/0)!7 %),)! 3$##)!- ",)+ &! ?&+7#&/07)&( +&/0()( .&)')' @)4
'/0)!7 ,)&= P&('8&)#)+ =)0+ :/0".)! "!- "#' )' !I(<(9 :$=&( 0",) &/0 "#'$
&! ?&+7#&/07)&( %"+ !&/0( 7$$8)+&)+(- ",)+ '("(( <9>9 .&) +&/0(&%) ?"0+'/0)&!4
#&/07)&( pT <1 ,)+I/7'&/0(&%)!- *)+3)!.) &/0 pR9 Q!'%)'"=( )+%&,( '&/0 "#'$
,)& 2)0#)+! &! .)+  1ﬀ"''1!% .)' )&%)!)! L1%)' .)+ D$++)7(1+()+=
µ(pT − pR, pP − pS , pR − pT , pS − pP ) AF9STC
?&+ 6"'')! !1! .&) ,)&.)! #)(<(%)!"!!()! 2)0#)+"+()! <1'"==)! 1!. ,)+I/74 ##%)=)&!E 2)0#)+ &!
.)+  1ﬀ"''1!% '&/0(&%)!- ."'' &/0 %#)&/0<)&(&% .)! %)%!)+&'/0)! L1% =&( )&!)+ ?"0+'/0)&!4
#&/07)&( ν 1!. .)! )&%)!)! L1% =&( )&!)+ ?"0+'/0)&!#&/07)&( µ 6"#'/0 &!()+4
8+)(&)+)9 5",)& !)0=)! 3&+ "!- ."'' .&)') 2)0#)+ 1!",0B!%&% *$!)&!"!.)+
8"''&)+)!- ."'' "#'$ .&) ?"0+'/0)&!#&/07)&( .)! @)%!)+ 6"#'/0 <1 *)+'()0)!
7)&!)! J&!ﬂ1'' ."+"16 0"(- $, &/0 =)&!)! )&%)!)! L1% +&/0(&% &!()+8+)(&)+)
1!. 1=%)7)0+(9
 !%)!$==)! 3&+ 0",)! &! .)+ #)(<()! U1!.) ,)&.) 7$$8)+&)+(- .909 &/0 0",)
.&)  1'<"0#1!% U )+0"#()!9 ?&) &!()+8+)(&)+) &/0 .&)') #)(<() U1!.)V
WF
 ! "#$ %&'()*)('%()( +%( ,-&+( .%)/0%#$ 102 3(%+2(%'%4( 566*()1'%6& 7,89
.(&& %#$ 26.6$0 :(%&(& ;-4 102 1-#$ +(& +(2 <(4&()2 )%#$'%4 1-=4(=122'
$13(9 1026 :%' (%&() >1$)2#$(%&0%#$/(%' ?6& (1− ν)(1− µ)
@! "#$ ?().(#$20( &-) +(& ;-4 +(2 <(4&()2 -&+ +(&/( () $1' :%#$ 1-2A
4(&-'B'9 .C$)(&+ %#$ /66*()%()' $13( 7D8 :%' (%&() >1$)2#$(%&0%#$/(%'
?6& ν(1− µ)
E! F%( 3(%+2(%'%4( 566*()1'%6& .%)+ ?6& :%) 102 G-2&-'B(& +(2 <(4&()2
%&'()*)('%()' 7H8! F%( >1$)2#$(%&0%#$/(%' $%()=I) 3(')C4' (1− ν)µ
J! K%' (%&() 2($) /0(%&(& >1$)2#$(%&0%#$/(%' νµ ?().(#$20( %#$ +%( ;I4(
3(%+() L1)'(%(& -&+ +(&/(9 +122 .%) 3(%+( F(=(/' 4(2*%(0' $13(& 7L8!
G&2'1'' :%' +() )%#$'%4(& >1$)2#$(%&0%#$/(%' pR B- /66*()%()(&9 ?().(&+(
%#$ +1$() +%( >1$)2#$(%&0%#$/(%'
(1− ν)(1− µ)pR + ν(1− µ)pS + (1− ν)µpT + νµpP
MI$)' :1& +%( 40(%#$(& N3()0(4-&4(& =I) +%( MC00( +-)#$9 +122 %#$ %& +()














−ν − µ+ νµ ν − νµ µ− νµ νµ
ν − νµ −ν − µ+ νµ νµ µ− νµ
µ− νµ νµ −ν − µ+ νµ ν − νµ
νµ µ− µν ν − νµ −ν − µ+ νµ

  !"##$
 !" #$% &'()*+,'-.(/*01$2 341 5$%6%1+7,0% 89$%,%
/$0 :%+,%1-
>%) $13(& &-& 100( <)-&+014(&9 -: +%( G-2B1$0-&42:1')%Q =I) +12 .%(+()A G-2B1$0-&42:1')%Q
=I) +12 +6&1'%6&
41:(
$60'( F6&1'%6& <1:( :%' M($0()& B- 3()(#$&(&P G-2 +(: 51*%'(0 @!J .%22(&
.%)9 .%( 2%#$ +() O(/'6) (pR, pS , pT , pP ) C&+()'9 .(&& %#$ M($0() 3()I#/2%#$A
'%4( -&+ :%' R%0=( ?6& 51*%'(0 @!E /S&&(& .%) +1&& +%( :%''0()( G-2B1$0-&4
3()(#$&(&9 .(&& +%(2( D')1'(4%( 4(4(& (%&(& =(2'(& <(4&() 2*%(0'! "#$ :S#$'(
+%( O6)41&42.(%2( 1&$1&+ (%&(2 T(%2*%(02 B-21::(&=122(&P
 !"#$"!% & 7K%''0()( G-2B1$0-&4 ?6& <)%: 4(4(& H%' =6) H1'8
G&4(&6::(& .%) $13(& (2 :%' M($0()& %& +() ":*0(:(&'%()-&4 B- '-&! F1A <)%: ?2! HMH
+-)#$ .%)+ <)%:9 S8 = (1, 0, 0, 0) B- S8(ε) = (1 − ε, ε, ε, ε)9 .(&& :1&
+(& 56))(/'-)'(): 7@!U8 3()I#/2%#$'%4'! G&1064 .%)+ 1-2 HMH S10(ε) =
(1− ε, ε, 1− ε, ε)!
EE




(1− ε)2 (1− ε)ε ε(1− ε) ε2
ε(1− ε) ε2 (1− ε)2 (1− ε)ε
ε2 ε(1− ε) (1− ε)ε (1− ε)2
ε2 ε(1− ε) (1− ε)ε (1− ε)2


;<* ε > 0 9!$ 2 ,#(  +*89"#089+'/0(#/('089!=$> ,('' .(*(#$0 !??( @#'$*A/(
BC' 2 0#', /*&ß(* !?0 E5 F#( #' G!H#$(? 45I 0+89(' )#* J($K$ ,(' L(%$C* π(ε)
"#$
π(ε)Q = π(ε) 345647
 !K+ K(*?(/(' )#* 2 #' ,#( ;C*"






1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






−2 1 1 0
1 0 −2 1
0 1 1 −2






1 −1 −1 1
−1 1 1 −1
1 −1 −1 1
1 −1 −1 1


F#* "!89(' =<* π(ε) ,(' M'0!$K:
π(ε) = π + εx+ ε2y + . . . 3456N7
O($K$ "!' 3456N7 +', 3456I7 #' 345647 (#'> ,!'' (*9A?$ "!'
(π + εx+ ε2y + . . .)(Q0 + εQ1 + ε
2Q2) = π + εx+ ε
2y + . . . 3456P7
Q+?$#H?#K#(*$ "!' ,#(0( R?(#89+'/ !+0 +', =!00$ ,#( εST(*"( K+0!""('> 0C
(*9A?$ "!' =C?/(',(0 ?#'(!*(0 R?(#89+'/00U0$(":
ε0 : πQ0 = π
ε1 : xQ0 + πQ1 = x
ε2 : . . .
3456V7
IN
 !"#$%&'() "'*+ *,() +'- .,&/-*+-* %0-' 1-"$2'3$',*-* %! 4-5()$-*6
π1 + π2 + π3 + π4 = 1
x1 + x2 + x3 + x4 = 0
789:;<
0,4-' πi !*+ xi +'- =,>?,*-*$-* +-" @-3$,2" π !*+ x '* +-2 A52"$-&&!*/
B,* π(ε) '* 789:C< "'*+9 A'- -2"$- 1-"$2'3$',* "$-&&$ "'()-2D +5"" π(ε) 5!()
.E2 ε = 0 -'*- F#!ﬁ/3-'$"B-2$-'&!*/ +52"$-&&$9 A'- %0-'$- H-+'*/!*/ .E)2$
+5%!D +5"" π(ε) -'*- F#!ﬁ/3-'$"B-2$-'&!*/ 4&-'4$D 0-** 0'2 &'*-52- I-2>- '*
ε %!&5""-*9
JK"$ >5* +'- L&-'()!*/-* 789:M< !*+ 789:;< *5() π !*+ N 5!.D ", -2)#&$ >5*
5&" JK"!*/6
π = (0, 0, 0, 1)
x = (1, 1, 2,−4)
789:O<
P*"/-"5>$ )54-* 0'2 +5>'$ π(ε) = (ε, ε, 2ε, 1−4ε)+O (ε2) -2)5&$-*9 @-20-*Q
+-$ >5* +'-"-" π(ε) '* 789M< !*+ 4-2E(3"'()$'/$ >5*D +5"" .E2 +5" A,*5$',*
L5>- {R,S, T, P} = {b− c,−c, b, 0} /'&$D +5** -2)#&$ >5* 5&" >'$$&-2- R!"Q
%5)&!*/ -'*-" L2'>QS?'-&-2" /-/-* I'$ .,2 I5$6
A¯ = (b− c)ε− cε+ 2bε = ε(3b− 2c)
A'-"-" H-'"?'-& %-'/$ .,&/-*+-"6 P*$-2?2-$5$',* +-"
H-'"?'-&"
:9 J#""$ >5* +-* T-)&-2 ε /-/-* U /-)-*D +5** 4-3,>>$ L2'> /-/-* I'$
.,2 I5$ *!2 +'- R!"%5)&!*/ U9 A5" 4-"$#$'/$ !*"-2- B,2)-2'/-* V4-2Q
&-/!*/-*D +5"" L2'> !*+ I'$ .,2 I5$ "-)2 "-*"'4-& 5!. T-)&-2 2-5/'-Q
2-*6 S-&4"$ 0-** 5> R*.5*/ 4-'+- 3,,?-2'-2-*D 0'2+ >'$ -'*-2 3&-'*-*
W5)2"()-'*&'()3-'$ ε '2/-*+05** -'* T-)&-2 ?5""'-2-* !*+ 5*"()&'-ß-*+
0-2+-* 4-'+- S$25$-/'-* *!2 *,() A "?'-&-*9 Y> +5** 0'-+-2 '* +-*
 !"$5*+ 1Z7[D[< %!2E(3%!3,>>-*D >E""$-* 4-'+- S$25$-/'-* %!2 /&-'Q
()-*  -'$ -'*-* T-)&-2 4-/-)-*D !*+ +5" )5$ *!2 +'- B-2"()0'*+-*+
/-2'*/- W5)2"()-'*&'()3-'$ ε29
89 W-** L2'> +2-'>5& -'*- H-&,)*!*/ 4-3,>>$D +5** )-'ß$ +5"D +5""
I'$ .,2 I5$ +2-'>5& +'- =,"$-* ( /-$25/-* )5$9 R*5&,/ 4-3,>>$ I'$
.,2 I5$ %0-'>5& -'*- H-&,)*!*/ 4 0-** L2'> %0-'>5& ( 4-%5)&$9 I'$
.,2 I5$ 4-3,>>$ 5&", /-/-* L2'> -'*- R!"%5)&!*/ B,* ε(2b− 3c)D +5"
)-'ß$ -" /'4$ -'*- /-0'""- S\>>-$2'- '* +-* R!"%5)&!*/-*9
]^
 !"#$ %$&'()(# *+(( ,+( ()( +(+-.# /01 $"( 23"$- 45"6&'$( 45$" !$-"$!"#$(7)64+'-)(#6,+81"9
:$1 ;< Si 281+8$#"$( 281+8$#"$( :)1&'/0'1$(= >"$ ?1#$!("66$ /01 @$'-$1 "( :$1 A,3-$,$(8"$1)(#
6"(: "( /.-#$(:$( 45$" B+!$--$( +(#$/0'18
 
C
>"$6$ B+!$--$( 6"(: 5"$ /.-#8 4) -$6$(C A(8$1$66"$18 ,+( 6"&' 4), D$"63"$- /017(-$"8)(# 4), E$6$(
:$1 B+!$--$( :"$ 7)64+'-)(# $"($6 F1",G23"$-$16 #$#$( $"($( B"8G/.1GB+8G23"$-$1H 6. 6)&'8
,+( 4)(I&'68 "( :$1 $168$( B+!$--$ :$( ?"(81+# "( :$1 J$"-$ /01 S8 )(: "(
:$1 23+-8$ S10= >$1 K$18 L +( :"$6$1 28$--$ !$6+#8H :+66 :$1 F1",G23"$-$1 :"$
7)64+'-)(# L $1'I-8H /+--6 :$1 @$'-$1 ε #$#$( L #$'8=
7(6&'-"$ß$(: !$81+&'8$8 ,+( :$(6$-!$( ?"(81+# "( :$1 45$"8$( B+!$--$= >$1
K$18 3b− 2c !$6+#8H :+66 :"$ 7)64+'-)(# N.( F1", #$#$( B@B ,"8 68$"#$(G
:$1 @$'-$15+'16&'$"(-"&'*$"8 31.3.18".(+- 4) 3b− 2c 5I&'68=!
A(6#$6+,8 !$*.,,8 F1", #$#$( B@B +-6. $"($ 7)64+'-)(# N.( 0+ε(3b−2c)=
 /8 -+66$( 6"&' :"$ ?"(81I#$ "( :"$6$( O+81"4$( +)&' "(8)"8"N '$1-$"8$(= D$G7(6&'+)-"&'$
P$1-$"8)(# N.(
?"(81I#$(
81+&'8$( 5"1 4), D$"63"$- :"$ 7)64+'-)(# $"($6 F1",G23"$-$16 #$#$( 6"&'
6$-!68H 0 + 32(b − c)ε= >$1 *.(68+(8$ 7(8$"- L !$68I8"#8H :+66 6"&' :"$ !$":$(
4),$"68 ", J)68+(: Q>H>R !$ﬁ(:$( G :$(( 6$-!68 5$(( !$":$ +(/+(#6 *.G
.3$1"$1$(H 5"1: "1#$(:5+(( N$16$'$(8-"&' > #$63"$-8 )(: +! :.18 :$/$*8"$1$(
!$":$ QJ)1 ?1"(($1)(#C ?"( 23"$-$1 ,"8 :$1 281+8$#"$ F1", *..3$1"$18 T+ ()1H
5$(( 6.5.'- $1 6$-!68 +-6 +)&' 6$"( F$#$(63"$-$1 "( :$1 U.11)(:$ *..3$1"$18
'+!$(=R
D$ﬁ(:$( 6"&' :"$ 23"$-$1 +!$1 ()( "( :$1 V'+6$ 5. !$":$ > 63"$-$(H 6. *+((
$6 5"$:$1), 3+66"$1$(H :+66 $"( 23"$-$1 ,"8 :$1 K+'16&'$"(-"&'*$"8 ε N$16$G
'$(8-"&' :.&' *..3$1"$18= ?1 5"1: :+(( :"$ W.68$( N.( G& 4) 81+#$( '+!$(H
6$"( F$#$(63"$-$1 *+(( 6"&' 0!$1 :+6 F$6&'$(* ! /1$)$( Q+-6. !$*.,,8 F1",
"( :"$6$, @+-- $"($ 7)64+'-)(# N.( :)1&'6&'("88-"&' (b − c)εH :+ +)&' :$,
F$#$(63"$-$1 $"( 6.-&'$1 @$'-$1 )(8$1-+)/$( *+((R=
O"8 :$1 #$1"(#$( K+'16&'$"(-"&'*$"8 ε2 )(8$1-I)/8 !$":$( V+18$"$( #-$"&'G
4$"8"# $"( 6.-&'$1 @$'-$1= >+(( !$ﬁ(:$( 6"&' +!$1 !$":$ V+18$"$( 5"$:$1 ",
J)68+(: QXHXR )(: $6 5"1: $"($ #$5"66$ J$"8 *..3$1"$18H !"6 $(85$:$1 :$,
$"($( 23"$-$1 .:$1 :$, +(:$1$( 5"$:$1 $"( @$'-$1 )(8$1-I)/8 QYI,-"&' :)1&'G
6&'("8-"&' (+&'
1
2ε %)(:$(R= A(6#$6+,8 $1#"!8 6"&' +)6 :"$6$( 6$-8$($( W.G
.3$1+8".(63'+6$( $"( #$,"88$-8$1 F$5"(( N.(
ε2
2ε(b− c)=




 !" #$%"&&"' ()*+"' ,!- .$-/",$-!0$ %"*"0/'"-1  "* 2*34*$,,03+" /!"*5) %"ﬁ'+"-
7!0/ !, 8'/$'4
!
9$-:*&!0/ 4!&- +!"7 ')*; 73&$'4" ε '!0/- 5) 4*3ß (!*+; +$ (!* +!" #$=&3**"!/" ')* %!7

























































































































































































































































































































































































3 b− c !"#







∗ S0 S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10 S11 S12 S13 S14 S15
S0  !" −
b+4c
4
2b− c −c 2b−9c
9
−2b− c −c −2b− c b − c −c 2b − c b−4c
4


























c −b − 2c −2b − 2c −b− 2c





c 2b− 2c − 5b+2c
9
















S3 b −b −b %
3
2
b 0 0 b 3
2


































0 2b + 3c % 0 − 2b+5c
9
2b + 3c 0 0 − 2b+5c
9
0 −2b− 3c −2b − 3c −b− 2c
S6 b 3b + 4c 3b − 4c 0
15b−8c
9


































S8 b− c −
b+3c
2




−3b − 2c − 8b+15c
9





















0 −3b− 3c −3b − 4c 3b+2c
5










0 2b− 3c 0 0 −2b+5c
9
2b− 3c 0 % −2b+5c
9




































b 0 0 − 5
8




















































S15 b + c 2b + c
−b+4c
4




c −2b + c −2b + c c −2b+9c
9
−b + c ! #"


 !!"#$%&' ()*+ ,-.#-/ "& $-/ 012#-1-&3"-/%&'4 #"&-5/-/  &3-"# "& ε
*
6
 !" #$%&'()( &(* +($ ,($'(*-./0 +($ 1.2345'./026
)4-$*7
 ! "#$%& '$&(& )*&+,"#-. )*.$/ 0#$!$! 1$,2*.,$) *3-. 2+, *)0$,$ 4$."$,*,&$)
*)(35$)0$)6 7$#0$, 89))$) !#-. 0*:$# ;,<:"$=$ $,%$:$)>
 !"#$"!% & ?;,<:"$= @>  #) (3 !A$(#$""$, B)!*&(C
B)%$)<==$) 5#, 5<""$) :$,$-.)$)/ 5*! $#) DA#$"$, =#& 0$, D&,*&$%#$ S12 4$."$)0$ E3,-.=#F
!-.3)%!$#%$)!-.*2&%$%$) S8 :$8<==&/ 5$)) 5#, )3, 4$."$, #) 0$, B3ﬀ*!!3)% 0$! H$%)$,! (3F
"*!!$)6  ! %#"& 0*)) S8(ν) = (1 − ν, ν, 0, 0) 3)0 S12(ν) = S12 = (1, 1, 0, 0)6
E*! .$#ß& 0#$ D&,*&$%#$ S12 J$,K)0$,& !#-. )#-.& F 0* !#$ %$)*3 0*)) 8<<A$F
,#$,&/ 5$)) !#$ #) 0$, 1<,,3)0$ 8<<A$,#$,& .*& ?:$# 0$) B3!(*."3)%$) L 3)0
DC/ !#-. *"!< %*, )#-.& *= 1$,.*"&$) 0$! H$%)$,! <,#$)&#$,&6




1− ν ν 0 0
0 1 0 0
0 0 ν 1− ν
0 0 0 1


E#$ P*&,#O Q ($,2K""& #) (5$# #,,$03(#:"$ M"9-8$> D&*,&$& =*) =#& 0$) R3F R5$# #,,$03(#:"$
M"9-8$!&K)0$) L <0$, D/ 0*)) $,.K"& =*) "*)%2,#!&#% #==$, 0#$ B3!(*."3)% DS
:$%#))& =*) .#)%$%$) =#& 0$) R3!&K)0$) T <0$, ;/ !< :$8<==& =*) #=
"*)%2,#!&#%$) P#&&$" 0#$ B3!(*."3)% ;6 E$, N:$,%*)%!=*&,#O Q 2$."& *"!< 0#$
E3,-.=#!-.3)%!$#%$)!-.*2&6
U) 0#$!$= 4*"" !A#$"& 0*.$, 0#$ D&*,&J$,&$#"3)% !$., 5<." $#)$ L<""$ 2+, 0#$
03,-.!-.)#&&"#-.$ B3!(*."3)%/ $#) 3)*:.K)%#%$! π 8*)) $! )#-.& %$:$)6 V)!$,
:#!.$,#%$! 1$,2*.,$) 5#,0 0*03,-. )3&("<!/ 0#$ 03,-.!-.)#&&"#-.$ B3!(*."3)%
#!& $#)$ 43)8&#<) J<= B)2*)%!(3!&*)06
 !"#$"!% '( ?;,<:"$= W>  #) (3 *""%$=$#)$, B)!*&(C
P*) 89))&$ )3) J$,!3-.$)/ 0#$ J#$"$) X3""$) #) 0$, N:,%*)%!=*&,#O 0*03,-. 7$$,$ 79!3)%!=$)%$
(3 $"#=#)#$,$)/ 0*!! =*) *""%$=$#)$,$ 4$."$, (3"K!!&6 B)!&*&& #!<"#$,& 4$.F
"$, #) 0$, B3ﬀ*!!3)% 0$! H$%)$,! (3 3)&$,!3-.$)/ :$&,*-.&$) 5#, *""%$=$#)
4$."$, #) 0$, B3ﬀ*!!3)%6
Y#, :$,$-.)$) *"!< 5#$0$, 0#$ B3!(*."3)% J<) S12 %$%$) S8/ 0#$!=*" *:$,
)#-.& )3, 5#$ :#!.$, =#& $#)$, Y*.,!-.$#)"#-.8$#& ν/ 0*!! 0$, H$%)$, 2*"!-.
#)&$,A,$&#$,& 5#,0/ !<)0$,) 5#, 2+.,$) (3!K&("#-. )<-. 0#$ Y*.,!-.$#)"#-.8$#&
µ $#)/ 0*!! #-. =#-. !$":!& 2*"!-. $#)!-.K&($6
E*03,-. 2<"%& =#&&$"! ?W6@@C/ 0*!! S8 (3 (1− µ− ν + µν, ν − µν, µ− µν, µν)






(1− µ)(1− µ− ν + µν) (1− µ)(µ + ν − µν)µ(1− µ− ν + µν) µ(µ + ν − µν)
(1− µ)(µ− µν) (1− µ)(1− µ + µν) µ(µ− µν) µ(1− µ + µν)
µ(ν − µν) µ(1− ν + µν) (1− µ)(ν − µν) (1− µ)(1− ν + µν)
µ2ν µ(1− µν) (1− µ)µν (1− µ)(1− µν)


#$% %&'(% )*&+% $'( ,-'. /% .00% 1 +%  2*& µ, ν > 0 '$ + ,--% 3$ (&4/% 5. 
6 /&7ß%& ,-' 91 '.0$( $'( +$% :,(&$; +!&<=0$'<=% + ! + %' 2.-/( +$% 3;$'(% >
5. /% ,! %$ %0 '(,($. 4&% ?%@(.& πA
B$& 5%&'!<=% ,-'.1 ! '%& C$'=%&$/%' ?%&2,=&% , >!D% +% ! + 'E,-(% >!F
 4<='( +$% :,(&$; 6 $ +$% %$ >%- % G%$-% ,!2"
Q = Q0 + µQµ + νQν + µ
2Qµ2 + µνQµν + ν
2Qν2 + . . . HIAJKL
M ,-./ 0,<=% D$& 2*& +% '(,($. 4&% ?%@(.& π(µ, ν) +% M ',(>
π(µ, ν) = π0 + µπµ + νπν + µ
2πµ2 + µνπµν + ν
2πν2 + . . . HIAI9L
#$% N%+$ /! / π(µ, ν)Q = π(µ, ν) 2*=&( +,  D$%+%& >! %$ %0 -$ %,&% O-%$F
<=! /''P'(%01 ! (%& , +%&%0 0$( +% Q -$ %,&% O-%$<=! /''P'(%0% 
π0 = π0Q0
πν = πνQ0 + π0Qν
πµ = πµQ0 + π0Qµ
HIAIJL
?%&'!<=( 0, HIAIJL >! -7'% 1 +,  %&/$C( '$<= ,-' R7'! /'0% /% +$% -%%&%
:% /% F +%& @. '(, (% M (%$- π0 -4''( '$<=  40-$<=  $<=( C%&%<= % 1 +, '$<=
+$% O-%$<=! /% (%$-D%$'% D$+%&'E&%<=% A B$& C%@.00% ,-'. +!&<= +$%'% 
M ',(>  $<=( ,!2 %$ % G,P-.&F3 (D$<@-! / 5. π1 .CD.=- +%& '(,($. 4&% ?%@F
(.& π '%-C'( %;$'($%&% 0!''S
T0 >! 5%&'(%=% 1 D$%'. +$%'%' R7'! /'5%&2,=&% '<=%$(%&(1 -,''% D$& :,(=%F















R4''( 0,  ! $ HIAIIL µ /%/% 9 /%=% 1 '. %&=4-( 0, 
 













%&''( )*+ ,-./ 0-.1./2) ν 3.3.+ 4 3.,.+5 '6 ./,&7( )*+ 89/ 1.+ :6+'(*+(.+
;+(.-7 <6+ π .-+.+ =./( <6+ (0, 12 , 0,
1
2)"


















C./.@,+.( )*+ -+  !"!B$ 1.+ =./( 89/ µ 3.3.+ 45 '6 ./,&7( )*+ *7' :6+'(*+D





F+'3.'*)( ,*G.+ 0-/ *7'6 ./,*7(.+5 1*'' 1./ '(*(-6+&/. E.:(6/ π -) H2+:(
µ = 05 ν = 0 2+'(.(-3 -'( D 1./ =./( <6+ π ,&+3( *G <6+ 1./ I-@,(2+35 *2'
1./ )*+ '-@, 1.) J277K2+:( +&,./(" L-( 1-.'./ F+86/)*(-6+ 0-/1 *2@, :7*/5
0-.'6 .-+. *773.).-+. M*N76/.+(0-@:72+3 2) 1.+ J277K2+:( '@,.-(./+ )2''O
=.-7 .' :.-+.+ .-+1.2(-3.+ =./( 89/ π *) H2+:(  454$ 3-G("
=-. :*++ )*+ +2+ 1-.'. 2+(./'@,-.17-@,.+ >/.+A0./(. -+(./K/.(-./.+P F+(./K/.(*(-6+ 1./
Q+'(.(-3:.-( -)
J277K2+:(
R.- A2+&@,'( 1-. =*,/'@,.-+7-@,:.-( 89/ .-+. E./0.@,'72+3 1.' .-3.+.+ S23.'
'.,/ :7.-+  *7'6 µ ≈ 0$5 1*++ 0-/1 S12 .+(0.1./ 89/ '.,/ 7*+3. S.-( +2/ :6D
6K./-./.+ 61./ +2/ T 'K-.7.+  U9/ S12 'K-.7( .' ?* :.-+. I677.5 1*'' ./ -))./
+6@, 1.+ >.3+./ 8*7'@, -+(./K/.(-./.+ :V++(.5 1.++ S12 :66K./-./( 2+1 1.D
8.:(-./( ?* 2+*G,&+3-3 <6) >.3+./ .-+8*@, 1*++5 0.++ ./ 1*' '@,6+ -+ 1./
E6//2+1. 3.)*@,( ,*($ "
W-+ >/-)DRK-.7./ G./9@:'-@,(-3( ,-+3.3.+ 1.+ 3.3+./-'@,.+ S23" T* 1-. >.D
8*,/ .-+./ L-'-+(./K/.(*(-6+ 1.' >.3+./' <./37.-@,'0.-'. 3/6ß -'( 2+1 >/-)
'6)-( *28 ?.1.+ U*77 -/3.+10*++ 1.+:(5 1*'' 1./ >.3+./ T.8.:( 3.'K-.7( ,*(5
0-/1 >/-) 7*+38/-'(-3 *28 T 0.@,'.7+ D 2+1 1*++ '.,/ +*@,(/*3.+1 '.-+ 2+1
+-@,( ).,/ :66K./-./.+"
R@,72''.+17-@, 'K-.7( *7'6 S8 -) J6/)*78*77 T.8.:( 0&,/.+1 S12 )-( 37.-@,./
=*,/'@,.-+7-@,:.-( Y 61./ T 'K-.7( D )*+ 7*+1.( *7'6 )-( 37.-@,./ =*,/D
'@,.-+7-@,:.-( -+ 1.+ S2'(&+1.+  Y5T$ 2+1  T5T$5 G.:6))( *7'6 89/ 1.+
:6+'(*+(.+ ;+(.-7 <6+ π 1.+ =./( (0, 12 , 0,
1
2)"
F'( ,-+3.3.+ <6+ ;+8*+3 *+ 1-. =*,/'@,.-+7-@,:.-( 89/ .-+. 8*7'@,. ;2ﬀ*'D
'2+3 1.' 3.3+./-'@,.+ S23.' '.,/ :7.-+  ν ≈ 0$5 1*++ 3-7( S12 ≈ (1− µ, 1−
B[
µ, µ, µ)  !" S8 ≈ (1− µ, 0, µ, 0)#
$%& '%(%!)*+,-% .!)%&(,-+%" / 0 12&+3%! 45** +() "%&6 "5(( %( ! ! 073*+,-
+()6 "5(( 8&+0 !5,- *9!3%&%& $%:%;)<=-5(% / ;22>%&+%&%! ?%3+!!) < !90<
*+,- "5!!6 '%!! +! "%& @2&& !"% AB6$C 3%(>+%*) ' &"%  !" 8&+0 (%+!%! D 3
:5*(,- +!)%&>&%)+%&)  !" 12! %+!%& AB6BC<E+) 5)+2! 5 (3%-)# F%+"% E>+%*%& ?%<
;200%! "5!! :G& *9!3%&% D%+) "+% H (/5-* !3 I6 "5 ?%+"% +0 45** AB6BC :G&
*9!3%&% D%+) "+% J22>%&5)+2! ?%+?%-5*)%!#
$5( -%+ß)6 +!(3%(50) '+&" 5 ( E+,-) 12! S12 "+% L5-&(,-%+!*+,-;%+)6 5 (<
3%!G)/) / '%&"%! %)'5( (+!;%!  !" /'5& / 3 !()%! 12! ?%+"(%+)+3%& J22>%<
&5)+2! < %+! !% %& ;2!()5!)%& H!)%+* 12! π 0+) ;*%+!%&%& L5-&(,-%+!*+,-;%+)




2)6 %&(,-%+!) 5*(2 >*5 (+?%*#
M!(3%(50) -5?%! '+& 5*(2 3%(%-%!6 "5(( %+! / (>%/+%**%& H!(5)/ !+,-) / 0I%( 0N "%& 12&+3%!
F%+(>+%*% 3%'G!(,-)%! D+%* :G-&)6 "5 "+% O?%&35!3(05)&+P "+% $ &,-0+(,- !3(%+3%!<
(,-5:) 1%&*+%&)6 :5**( Q/ '%!+3%Q 4%-*%& >5((+%&%!# 4G-&) 05! R%"2,- 5**3%<
0%+!%&% 4%-*%&5&)%! %+!6 (2 "5&: 05! !+,-) %&'5&)%!6 "5(( 05! 5 ,- %+!%
5**3%0%+!% 42&0 "%& S5T*2&&%+-% %!)'+,;%*! ;5!!6 '%+* :G& "%! 8&%!/'%&) +0
= !;) U "+% I+,-) !36 5 ( "%& 05! (+,- !9-%&)6 '%(%!)*+,- +()#
.0 5*(2 G?%& 4%-*%& +! "%& H ﬀ5(( !3 %)'5( 5 ((53%! / ;7!!%!6 0 ((E,-* ((:2*3%& !3 5 (
"%! =&2?*%0%! 05! (2*,-% I+,-) !3%! 12&3%?%!# 42*3%!"% W =&2)2)T>%! "G&:)%! "5?%+ 12!
?%(2!"%&%0 M!)%&%((% (%+!X
• 4%-*%& +! "%& H ﬀ5(( !3 "%( 3%3!%&+(,-%! D 3%(X 4G& "%! 45** "5((
ν ≫ µ +() "+% I+,-) !3 µ ≈ 0 05ß3%?*+,-
• 4%-*%& +! "%& H ﬀ5(( !3 "%( %+3%!%! D 3%(X M()  03%;%-&) "+% L5-&<
(,-%+!*+,-;%+) :G& %+!% Y+(+!)%&>&%)5)+2! "%( 8%3!%&( (%-& ;*%+! +0 @%&<
3*%+,- / 4%-*%&! ?%+ "%& H ﬀ5(( !3 "%( %+3%!%! D 3%( Aν ≪ µC6 (2
0 (( 05! "+% I+,-) !3 ν ≈ 0 ?%)&5,-)%!#
• 8*%+,-% 4%-*%& +! "%& H ﬀ5(( !3X E+!" ?%+"% 4%-*%&5&)%! 12! "%& (%*?%!
8&7ß%!2&"! !36 5*(2 µ ≈ ν6 "5!! '+&" 05! (+,- +! "+532!5*%& I+,-) !3
"%0 Z **> !;) !9-%&!#
 !"#$"!% && A[+! D5-*%!?%+(>+%*C
L+& ?%&%,-!%! "%! %P5;)%!L%&) :G& π :G&  !)%&(,-+%"*+,-% 4%-*%&'5-&(,-%+!<
*+,-;%+)%!X
• µ = 0.0001, ν = 0.01X π = (0.005, 0.495, 0.000, 0.500)# $5( %!)(>&+,-)
(,-2! /+%0*+,- 3%!5 "%0 ;2!()5!)%! S%&0 :G& 4%-*%& +! "%& H ﬀ5(<
( !3 "%( %+3%!%! D 3%(6 (0, 12 , 0,
1
2)
• µ = 0.01, ν = 0.0001X π = (0.165, 0.334, 0.002, 0.498) %!)(>&+,-) "%0






 !"#$$%&'#""%&( $!"" $#& #)"* '+, -%.)%, /& (%, 0!ﬀ#""!&2 3!&45."6 (%&  !"#$$%&'#""!&2
#))2%$%/&%& 7%2 2%.%&8 !$ "946%, (#&& (*5. &*5. $/6 "9%3/%))%& -%.)%,&
:%/6%,3!,%5.&%&; <#$/6 =#&& $#& (/% >,*?)%$% !$2%.%& !&( %" )#""%& "/5.
:/%(%, 0!"3#.)!&2"$#6,/3%& ?%,%5.&%&; -+, (/% @*,/2%& A -4))%8 B/"/&6%,9,%C
6#6/*& (%" 2%2&%,/"5.%&  !2%"8 (%" %/2%&%&  !2%" !&( '+, %/&% 2)%/5. 2,*ß%
7#.,"5.%/&)/5.=%/6 (%, ?%/(%& -%.)%,8 "/&( (/%"% 0!"3#.)!&2"$#6,/3%& /$
0&.#&2 #&2%2%?%&;
 !" #$%&'()&'&(*& +,)&$&
 
E/" F%636 .#?%& :/, /$$%, #&2%&*$$%&8 (#"" ?%/(% 0=6%!,% 2)%/5.3%/6/2 /.,% G/$!)6#&% G9/%)% @";
0)6%,&/%,%&(% G9/%)% +2% "9/%)%&; G/% 2%.%& @*& %/&%, 2%$%/&"#$%& H*,,!&(% #!" !&( %&6"5.%/C
(%& "/5. (#&& "/$!)6#& '+, (/% &45."6% 0=6/*&; I& (%, J%#)/646 :/,( #?%,
*'6 #?:%5.")%&( 2%"9/%)6K <%, L%2&%, "%636 %/&% M#&()!&28 (/% (#&& @*& $/,
?%!,6%/)6 :/,( !&( :*,#!' @*& $/, ?%"6/$$6% L%2%&$#ß&#.$%& %,2,/ﬀ%&
:%,(%& C (/% (#&& :/%(%,!$ @*$ L%2&%, %/&2%"5.4636 :%,(%&8 !&( "* :%/6%,;
<%, :%"%&6)/5.% N&6%,"5./%( 3!$ "/$!)6#&%& G9/%) /"6 (%,8 (#"" &/5.6 $%., N&6%,"5./%()/5.%
0!"2#&2""/6!#6/*&%&?%/(% G9/%)%, 3!, "%)?%&  %/6 @*& (%, "%)?%& 0!"2#&2""/6!#6/*& #!"2%.%&; 7/,
?%6,#5.6%& (#3! (#" <*&#6/*& L#$% !&( (/% ?%/(%& G9/%)%, "*))%& #?:%5.C
"%)&( /& (%, O#2% "%/&8 %/& L%"5.%&= 3! 2%?%& P !"!#Q *(%, %/& L%"5.%&=
@*$ L%2&%, #&3!&%.$%& P#$%&'&$"(Q; 7/, ?%6,#5.6%& (#3! (%& '*)2%&(%&
G9/%)@%,)#!'K
Spieler A C C




R!& /"6 G9/%)%, 0 #& (%, J%/.%; H%,'*)26 %, %/&% B%$*,SCT&%CG6,#6%2/%8 "*
?%#5.6%6 %, (/% )%636%& 3:%/  +2%; -+, /& )/%26 ./%, %/&% PU8<QCG/6!#6/*& @*,;
R%.$%& :/, #&8 (#"" 0 /& (/%"%, G/6!#6/*& <%'%=6 "9/%)6K
Spieler A C C C




74.,%&( #)"* G9/%)%, 0 (/% 0!"2#&2""/6!#6/*& PU8<Q .#66%8 .#6 G9/%)%, <
&/5.6 $%., :/% /$ "/$!)6#&%& G9/%) P<8UQ #)"  !"6#&( (%, )%636%& J!&(% C
"* :/% %" ?%/$ "/$!)6#&%& G9/%) (%, -#)) :4,% C "*&(%,& P<8<Q;
7/, :*))%& &!& (/% V?%,2#&2"$#6,/W '+, #)6%,&/%,%&(% G9/%)% .%,)%/6%&; G9/%C M%,)%/6!&2 (%,










 !" #$%&$"'!("$)*$ +)',"-.&%,) /%$($ 0123 4)* 0523
XA
 !"#!$%%#!& '! (#) *$))+!(# ,+)(# -.&./ - +01234+!" 5/ "#06'#47 +!(
!+! '07 86'#4#)  2% 9+": ;'# 3$<3 '07 '! ('#0#% =244 ('# ;23)0<3#'!4'<3>#'7
?@) ('# #'!1#4!#! 9+07A!(# '! (#) !A<307#! 5+!(#B
• 5C D2%'7 '! (#) =$4"#)+!(# ,'#(#) -.&./ "#06'#47 ,')(& %+00  1+E
!A<307 >$$6#)'#)#!: D2 '! (#) *$))+!(# -.&./ "#06'#47 ,+)(#& '07 ('#
;23)0<3#'!4'<3>#'7 (2?@) pR: ;#!!  !+! . "#06'#47 327& (2!! '07 2+<3
?@) F ('#  +0"2!"00'7+27'$! -.&./: G) ,')( 240$ %'7 (#) ;23)0<3#'!E
4'<3>#'7 p′R >$$6#)'#)#!:
• 8C ;#!! '! (#) !A<307#! 5+!(# -.&D/ "#06'#47 ,#)(#! 0$44& (2!! %+00
 1+!A<307 %'7 ;23)0<3#'!4'<3>#'7 pR >$$6#)'#)#!: D2!2<3 %+00 F&
$H,$34 '! (#) *$))+!(# H#'(# >$$6#)'#)7 32H#!& D#?#>7 06'#4#!: D'#
;23)0<3#'!4'<3>#'7 (2?@) H#7)A"7 1− p′R:
• IC ;') ,$44#! ('# ;23)0<3#'!4'<3>#'7 ?@) (#! 9+072!( -D&./ H#)#<3!#!:
D2!! %+00 1+!A<307  D#?#>7 06'#4#!& ('# ;23)0<3#'!4'<3>#'7 3'#)?@)
'07 1−pR: J+! '07 86'#4#) F 2! (#) 5#'3#: KH,$34 #) 0#4H07 '! (#) 4#717#!
5+!(# >$$6#)'#)7 327& 327 86'#4#)  '3! 2+0"#!+717 +!( D "#06'#47: G)
,')( (23#) !+) %'7 (#) ;23)0<3#'!4'<3>#'7 p′S >$$6#)'#)#!:
• LC D21+ %+00  %'7 (#) ;23)0<3#'!4'<3>#'7 1− pR D#?#>7 06'#4#! +!(
2!0<34'#ß#!( F -(#) 2+0 0#'!#) 8'<37 ,'#(#) 2+0"#!+717 ,+)(#/ #H#!?2440
D#?#>7 06'#4#! -%'7 #'!#) ;23)0<3#'!4'<3>#'7 N$! 1− p′S/:
=@3)7 %2! ('#0#4H# OH#)4#"+!" !+! 2+<3 ?@) ('# =A44# (+)<3& (200 '! (#)
*$))+!(# -.&D/& -D&./ +!( -D&D/ "#06'#47 ,+)(#& 0$ #)3A47 %2! ('# ?$4E
"#!(# OH#)"2!"0%27)'P ?@) 247#)!'#)#!(# 86'#4# -*#)"4#'<3# %'7 -Q:R/& (#)
OH#)"2!"0%27)'P ?@) 0'%+472!# 86'#4#S/
R S T P
R pR · p
′
R pR · (1− p
′
R) (1− pR) · p
′
S (1− pR) · (1− p
′
S)
S pS · p
′
T pS · (1− p
′
T ) (1− pS) · p
′
P (1− pS) · (1− p
′
P )
T pT · p
′
R pT · (1− p
′
R) (1− pT ) · p
′
S (1− pT ) · (1− p
′
S)
P pP · p
′
T pP · (1− p
′
T ) (1− pP ) · p
′




J2<3(#% ,') !+! ('# OH#)"2!"0%27)'P ?@) 247#)!'#)#!(# 86'#4# H#)#<3!#7F#)#<3!+!" N$!
 +01234+!"0%27)'1#! 32H#!& >2!! %2! NU44'" "4#'<3 ,'# '% 0'%+472!#! =244 ('#  +01234+!"0%2E
7)'P ?@) ('# RV (#7#)%'!'07'0<3#! 87)27#"'#! 3#)4#'7#! -N"4:  H0<3!'77 Q:T +!(
Q:V/:
D'#  +01234+!"0%27)'P ?@) (20 D$!27'$! W2%# H#' =#34#)! '! (#) X%64#E
%#!7'#)+!" '07 2+? (#! ?$4"#!(#! H#'(#! 8#'7#! 2!"#"#H#!: =@) ('# @H)'"#!
=#34#)2)7#! +!( ?@) (20 8!$,()'?7EW2%# ﬁ!(#7 %2! ('# #!706)#<3#!(#! Z2E





































































































































































































































































3 b− c b− c !"#
2b−3c
































































































3 b− c !"#


 !!"#$%&' ()*+  #,-.&"-.-&$-/ 01&2,"1&3425-+ 6-7#-. "& $-. 859#-5-&,"-.%&': ;1&/,2&,-.  &,-"#


∗ S0 S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10 S11 S12 S13 S14 S15
S0  !" −
b+4c
4
2b− c −c 2b−9c
9
−2b− c −c −2b− c b − c −c 2b − c b−4c
4






















−2b − 2c −b − 2c −b− 2c
S2 b − 2c
−b+3c
4




2b − 2c − b+c
3










S3 b −b −b %
3b
2
0 0 b 3b
2


























−2b − 2c b−9c
9
−b− c









−b − 2c −b− 2c
S6 b 3b + 3c 3b − 3c 0
15b+5c
9











S7 b + 2c 2b + 2c −
b+3c
4
















S8 b− c −
b+4c
4



























−3b− 2c 0 −3b − 3c 3b+c
5





S10 b − 2c
−b+c
4
























−3b + 3c −3b + 2c !# &#" 5c
8

































































!# &#" −b + c
S15 b + c 2b + c
−b+4c
4




c −2b + c −2b + c c −2b+9c
9
−b + c ! &"


 !!"#$%&' ()*+  #,-.&"-.-&$-/ 01&2,"1&3425-+ 6-7#-. "& $-. 859#-5-&,"-.%&': #"&-2.-.  &,-"# "& ε
;
<
 !" #$%%&' '(' )!& *+,&%%&' -." )+/ /!0(%1+'& 2$'+1!$'34+0& 56,,!%)('7 6%1&"'!&"&')&/ 8/9
:!0(%1+'&/
2$'+1!$'34+0&
;9; (') ;9<= 0!1 )&'&' -." )+/ +%1&"'!&"&')& :>!&% 56,,!%)('7 ;9? (') ;9@=
8&"7%&!AB&'9 2+,&! -C%%1 -$%7&')&/ +(-D
E9 2!& :>+%1&' -." S0 S3 S12 !"# S15 $%"# %" #&" '&%#&" ()*%)"+&" %#&", -".&*/"#&*+&
0!$1)23!"4&"+%$52 #)$ 2&%ß+ 78* &%"&" 9&4"&* #%&$&* :;%&3&* %$+ &$ .<33%4 %**&3&.)"+ 
=' )'>&52$&3"# =#&* $%?!3+)" 4&1=4&" >%*#@ A%& -*$)52& #)78* 3%&4+
%" #&* B)+$)52& #)$$ 4&")! '&% #%&$&" .%&* :+*)+&4%&" pR = pS !"#
pT = pP 4%3+ #)$ 2&%ß+ '&% #%&$&" :+*)+&4%&" >%*# #&* 4&4"&*%$52& C!4
"%52+ '&*85D$%52+%4+@ E" #%&$&? F)33 $%"# #%& G'&*4)"4$?)+*%H 78* #)$
$%?!3+)"& :;%&3 IJ@KL !"# 78* #)$ )3+&*"%&*&"#& :;%&3 IJ@JML %#&"+@
J@ N$ %$+ .=" '&$="#&*&? E"+&*&$$& >&352& :+*)+&4%& %? A!&33 4&4&" &%"&" O&$+& 0!$1)23!"4 '&%
:;%&3 4&4&" $%52
$&3'$+
:;%&3&* ?%+ #&*$&3'&" :+*)+&4%& #%& 2<52$+& 0!$1)23!"4 '&D=??+@ :;%&3+
1!? O&%$;%&3 033 A 4&4&" 033 A $= &*2/3+ P&#&* )3$ D="$+)"+&" 0"+&%3
#%& 0!$1)23!"4 Q #) '&%#& %??&* A&7&D+ $;%&3&" >&*#&"@ A)$ 2&%ß+ %"
&%"&* 9&$&33$52)7+ #%& "!* )!$ S0,:;%&3&*" '&$+&2+ $+&%4+ P&#&* 3&&* )!$@
A)4&4&" '&D=??+ %" &%"&* *&%"&" 033,R,9&$&33$52)7+ P&#&* :;%&3&* #%&
0!$1)23!"4 b − c )3$ D="$+)"+&" 0"+&%3 #) %" P&#&* S!"#& D==;&*%&*+
>%*#@
A&* D="$+)"+& 0"+&%3 b− c %$+ 1!43&%52 )!52 #%& ?)H%?)3& 0!$1)23!"4 
#%& &%"& :+*)+&4%& 4&4&" $%52 $&3'$+ &*2)3+&" D)""@ A&"" $&3'$+ >&""
#&* &%"& :;%&3&* #%& "=52 2<2&*& 0!$1)23!"4 b 3!D*%&*+ #)"" 2)+ #&*
)"#&*& :;%&3&* %??&* "=52 #%& T=$+&" −c 1! +*)4&" , 4&?%++&3+ 8'&*
)33& :;%&3&* ?%+ #&* :+*)+&4%& &*4%'+ #)$ >%&#&* &%"&" #!*52$52"%++3%52&"
9&>%"" .=" b− c@
A%& 0!$1)23!"4 &%"&* :+*)+&4%& 4&4&" $%52 $&3'$+ '&ﬁ"#&+ $%52 )!7 #&*
A%)4=")3& #&* V)+*%1&"@ (&*43&%52&" >%* #&" D="$+)"+&" 0"+&%3 .=?
$%?!3+)"&" A=")+%=",9)?& ?%+ #&* )3+&*"%&*&"#&" (&*$%=" $= 7/33+ 1!,
"/52$+ )!7 #)$$ "&'&" #&" .%&* :+*)+&4%&" )!$ W!"D+ K )!52 '&% #&"
:+*)+&4%&" S5 S8 S10 !"# S14 #%& A%)4=")3&%"+*/4& !".&*/"#&*+ '3&%,
'&" , !"# #)$ ='>=23 $%52 '&% #&" 3&+1+4&")""+&" :+*)+&4%&" #%& G'&*,
4)"4$?)+*%1&" !"# $=?%+ )!52 #%& :;%&3.&*3/!7& #!*52)!$ .&*/"#&*+
2)'&"@
O&+*)52+&" >%* )3$ O&%$;%&3 &%"&" +X;%$52&" :;%&3.&*3)!7 1>%$52&" 1>&% O&%$;%&3 BFB .$@
BFBB%+,7=*,B)+,:;%&3&*"@ F8* &%" $%?!3+)"&$ :;%&3 D<""+& #%&$&* :;%&3.&*3)!7
$= )!$$&2&" I.43@ 0'$52"%++ Y@KLZ
TFT C . . . C C D C D . . . C D
TFT C . . . C D︸︷︷︸
Fehler
C D C . . . D D︸︷︷︸
Fehler
IJ@J[L
(=" &%"&* 3/"4&*&" T==;&*)+%="$;2)$& I#!*52$52"%++3%52& 0!$1)23!"4
b−cL 4&3)"4+ ?)" )3$= #!*52 &%"&" F&23&* %" &%"& W2)$& %" #&* $%52 #%&
\]
 !"#$#% &'(#)*+#$,- .#.#,+#"/". &0+,0/1#, 23&45ﬀ !%5 70,-# .#8"//#$/
9'#% '#"-#  !"#$#%
b−c
2 :; <&)* -#8 ,=)*+/#, >#*$#% ("%- #,/(#-#% ("#?
-#% @5, '#"-#,  #"/#, A55!#%"#%/ 5-#% ? ("# ", -"#+#8 B#"+!"#$ ? C#D#A/
.#+!"#$/ 23&45ﬀ 0:; E8 F"//#$ 9'#% &$$# 3*&+#, -#+  !"#$+ #%*=$/ G"/ D5%
G&/ ", -#% +"80$/&,#, H&%"&,/# &$+5 -"# I0+1&*$0,.
b−c
2 ;
J", &$/#%,"#%#,-#+  !"#$ ,"88/ /4!"+)*#%(#"+# -#, D5$.#,-#,  !"#$@#%?
$&0DK
TFT C . . . C D . . . D C
TFT C . . . D︸︷︷︸
Fehler
D . . . C︸︷︷︸
Fehler
C
J+ ."'/ *"#% &$+5 "8 L,/#%+)*"#- 108 +"80$/&,#,  !"#$ A#",# 3*&+#M
", -#% +")* -"#  !"#$#% &'(#)*+#$,- .#.#,+#"/". &0+,0/1#,; G%5/1 -#+
0,/#%+)*"#-$")*#,  !"#$@#%$&0D#+ #%."'/ +")* .#8"//#$/ 9'#% -"# 3*&+#,




B#/%&)*/#, ("% ,0, &$+ &,-#%#+ B#"+!"#$ #",#, /4!"+)*#,  !"#$@#%$&0DB#"+!"#$ 3&@$5@ @+;
3&@$5@ D9% 1(#" 3&@$5@? !"#$#%; E8 +"80$/&,#,  !"#$ (#%-#, >#*$#% +5D5%/ A5%?
%"."#%/K
Pavlov C C . . . C C D C C C
Pavlov C C . . . C D︸︷︷︸
Fehler
D C C C
F&, #%*=$/ &$+5 D9% -#, +"80$/&,#, >&$$ -"# I0+1&*$0,. b− cM &$+5 -"#
'#+/8O.$")*# I0+1&*$0,.M -"# #",#  /%&/#."# .#.#, +")* +#$'+/ #%*&$/#,
A&,,; C"#+ @#%=,-#%/ +")* &$$#%-",.+ "8 &$/#%,"#%#,-#,  !"#$K
Pavlov C . . . C D D C D
Pavlov C . . . D︸︷︷︸
Fehler
C D D 2P;PQ:
<&)* #",#% N55!#%&/"5,+!*&+# 2I0+1&*$0,. b− c: .#$&,./ 8&, *"#% ",




3&++"#%/ &,+)*$"#ß#,- &, #",#% 10D=$$".#,  /#$$# #", >#*$#%M -&,, #%*=$/
8&, -"# S&*%+)*#",$")*A#"/
1
3 M -&++ 8&, ", -"# N55!#%&/"5,+!*&+# 10?
%9)AA#*%/ 2<=8$")* -&,,M (#,, #",  !"#$#% +/&// -#8 1(#"/#, C #",
T +!"#$/:; I,+5,+/#, 2S&*%+)*#",$")*A#"/
2
3: ("%- &0)* '#" #",#8 >#*?
$#% -"# CCT?3*&+# !%5$5,."#%/; E8 F"//#$ #%*&$/#, *"#% -"#  !"#$#% ,0%




 !" #$%%"& '!" ()*%$* !+ ,!+-%.)/"/ 01!"% "!/2"/$++"/ 3). 45"3%"67 8!6+ 9-. 8)!6
:$66!2!"6"/' -/' 9",." ;/.<$6. )-5 ,!=3 ,"%9,.& 5)%%, b > 2c>& /!++. !+
)%."6/!"6"/'"/ 01!"% "!/" )/'"6" 0.6)."2!" "!/& /?+%!=3 S11 = (1, 0, 1, 1)
4 !"# $%&  '!" 7 3)6. )9"6 2"6"=3.>@
A+ B"62%"!=3 C- ()*%$* :$$1"6!"6. 8!6+ 9-. 8)!6 -+ "!/+)% +"36& /?+7
%!=3 )-=3 ')//& <"// +)/ !/ '"6 B$66-/'" '!" ;-,C)3%-/2 D "63)%."/
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Firm but Fair, S(11)
9;;'("2+6 C@SJ LH$2+6 ")* M)3('B#.%*6()'=-2+6 1E* b = 1.4 2+" ε = 0.014
!'. 1%(6)+")* 9+1#+6$3%32(#.'%+J S2J TU< S5J VWU< S10J XYU 2+" S11J TU@
KX
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2 2,5)3 >!(4**) S2 ,**!% !,'! 6-"7+$5-'23 /,! 2%Eß!% ,") +5"
/,! D4' S53 S5 ;,%/ +5"4 D4' S2 /4*,',!%)K
FH$%) *+' /,! 25!,#$! L>!%5!2-'2 +-#$ .H% /,! +'/!%!' 1)%+)!2,!'B++%!
/-%#$3 "4 !%$&5) *+' ,'"2!"+*)9
S2 D"K S5 G4*,'+'7 D4' S2
S2 D"K S10 G4*,'+'7 D4' S10
S2 D"K S11 G4*,'+'7 D4' S11
S5 D"K S10  !,/! 1)%+)!2,!' !%$+5)!' /,! 25!,#$! 6-"7+$5-'23 F,8B-'()!
S5 D"K S11 G4*,'+'7 D4' S5
S10 D"K S11 G4*,'+'7 D4' S11
 !)%+#$)!' ;,% '-' /,! F,8B-'()(+')! 7;,"#$!' S5 -'/ S10 !);+" 2!'+-!%9
M+'' (+'' !,'! N,'/!%$!,) D4' S2?1B,!5!%' ,' /,! O4B-5+),4' !,'/%,'2!'P
1!, /+7- x /!% 6')!,5 +' S5?1B,!5!%' -'/ 1−x /!% 6')!,5 /!% S10?1B,!5!%K A,'





3 (1− x)K G,!"! 6-"7+$5-'2 5,!2) H>!% /!* G-%#$"#$',)) D4'
b−c
2 3 ;!'' x >
b−c
2b =: q 2,5)K
N,) !,'!% +'+542!' Q!#$'-'2 ")!55) *+' .!")3 /+"" !,'! N,'/!%$!,) D4' S11?
1B,!5!%' 2!'+- /+'' !,'/%,'2!' (+''9 ;!'' x < q 2,5)K R'"2!"+*) ",'/ +5"4
+55! F,8B-'()! +-. /,!"!% I+')! +-ß!% /!* O-'() S ,'")+>,5K
6'+5T",!%) *+' '-' /+" @!%$+5)!' +' /!' 1!,)!'ﬂ&#$!' /!" A,'$!,)"",*B5!83@!%$+5)!' +' /!'
1!,)!'ﬂ&#$!' /!"
A,'$!,)"",*B5!8
/+" $!,ß) ;!'' <!;!,5" '-% V /!% 0 1)%+)!2,!' D4%$+'/!' ",'/3 /+'' !%2,>)
",#$ F452!'/!"9
 
 !" #$%$&'()*+!',",%-'.$' /&%. ε 0 1 ,$"$2324 5&$ 6$"!72)2$ ,$72$' 8$.9*+ )!*+ (-%
:9"&2&;$" ε4
WX
•  !"#$% S2− S5− S11& '( '))%*%) +,%-%*  !"#$% .,/0 %- %,)%)  ,123)40




7b+c )5 6- !"--0 -,#$ 7%,.%)8 +9-- +,%-%*  ,123)40 :;)
.%-#$!;--%)%) <9$)%) 3(.%/%) ,-08 +,% +%)  ,123)40 3(4*%,-%)
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•  !"#$% S2−S10−S11& 6- .,/0 4%,)%)  ,123)40 ,( '))%*%)8 +,% <9$)%)
-0*%/%) !9).=*,-0,. 73( 6#423)40 S115
•  !"#$% S2 − S5 − S10& >,%+%* .,/0 %- 4%,)%)  ,123)40 ,( '))%*%)5
?*,).0 ,) %,)%* @;23!90,;)8 ,) +%* +%* A)0%,! x +%* S5BC2,%!%* .*Dß%*
9!- q ,-08 %,)% F,)+%*$%,0 :;) S2BC2,%!%*) %,)8 -; G"#$-0 +%* A)0%,! +%*
C0*90%.,% S2 73)"#$-0 B -#$!3--%)+!,#$ !9)+%0 (9) H%+;#$ G,%+%* 93=
+%*  ,123)4049)0%8 G;/%, +%* A)0%,! x +%* S5BC2,%!%* )3) 4!%,)%* 9!- I
,-05
•  !"#$% S2−S10−S11& J,%* ,-0 +,% C,0390,;) .%)93 3(.%4%$*0&  K* x < q
49)) 73)"#$-0 %,)% S11BF,)+%*$%,0 $%*9)G9#$-%)8 !9).=*,-0,. -0*%/0 +,%
<%:D!4%*3). 9/%* G,%+%* 73*  ,123)4049)0% B +,%-(9! 9/%* /%, %,)%(
A)0%,! :;) x > q5
'( '))%*%) +%- 6,)$%,0--,(2!%1 .,/0 %- %,)% L%*9+% :;)  ,123)40%)8 +,% +,% M%*$9!0%) ,( '))%*%)








A//,!+3). N5O& 6,)$%,0--,(2!%1 =K* +,% C0*90%.,%) S2, S5, S10 3)+ S11
?9- ;-7,!!,%*%)+% M%*$9!0%) !"--0 -,#$ )3) 9!-; -; %*4!"*%)& '-0 +%* A)0%,! 6*4!"*3). =K* +,%
P-7,!!90,;)%)+%* S5BC2,%!%* ,) +%* <%:D!4%*3). -%$* .*;ß8 +9)) G,*+ +,% A)79$! +%* S2B
C2,%!%* 3)+ +9(,0 !9).=*,-0,. 93#$ +%* A)0%,! +%* S10BC2,%!%* 73)%$(%)5 L,/0
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QR
 ! " #$%& #'(( )* + S10,-.* + / *( # / 0 )1+2 /3(45 #'(( 67%&!8 # / 9(8 *+
# / -8/'8 4* S11 3(# #':*8 +'(4;/*!8*4 '3%& 6* # / # / 9(8 *+ # / S2,-.* + /<
=*( >$.3+'8*$( '3! S2,5 S5−5 S10, 3(# S11,-.* + /( *!8 " #$%& '(;7++*4 ;?/-8'@*+*878 @ *  *( /
A*(# /& *8 )$( 9++
B,-.* + /(
#'! =*(#/*(4 ( )$( 9++ BC 0 ﬁ(# 8 :'( !*%& !*%& E3: 0 *!.* + '3; # / F*G,
.3(282'(8 3(# 6*/# # / 9(8 *+ # / S5,-.* + / 6* # / :*8 x @ E *%&( 85 #'((
@ 2$:8  *( A*(# /& *8 )$( 9++ B,-.* + /( *: B3/%&!%&(*88 #* 93!E'&+3(4
bx< B* ! 93!E'&+3(4 *!8 4/1ß / '+! #* #3/%&!%&(*88+*%& 93!E'&+3(4 b−c2 5
6 (( x > b−c2b = q 4*+8<
I* 6*/ $@ ( 4 ! & ( &'@ (5 6*/# '@ / # / 9(8 *+ # / S5,-.* + / #3/%& #* 
J!E*++'8*$( ( *:: / 6* # / ?@ / # ( -%&6 ++ (6 /8 x = q '(4 &$@ ( 3(#
#'(( 2'((  *( A*(# /& *8 )$( 9++ B,-.* + /( *( #* >$.3+'8*$(  *(#/*(4 (<
K$:: ( 6*/ (3( E3: (1/#+*%& ( L *+ # / M'(#2'/8 C N* / &'8 O/*:  *( B$:*('(E )$( O/*:
*: P$/# ( )$/& //!%& (# -8 ++3(4 , (3/ *: P$/#$!8 ( 2'((  ! !*%& (*%&8 / %&8 #3/%&,
! 8E (< B* ;$+4 (# O/'.&*2 E *485 6'! #$/8 .'!!* /8C
















9@@*+#3(4 Q<RC M1!3(4 # / S .+*2'8$/4+ *%&3(4 ;?/ b = 2.95 3(# ε = 0.099
=! 2$::8 '+!$ E3  *( / K$ G*!8 (E )$( LFL,-.* + /( :*8 O/*:< T: #* !
E3 ) /!8 & (5 @ / %&( ( 6*/ ;?/ 6 +%& K$:@*('8*$( ( )$( ε 3(# b O/*:
 )$+38*$(7/ !8'@*+ *!8C
T( /!3%& ( 6*/ E3: 0 *!.* +5 $@ L*8 ;$/ L'8 *(  *( 0 )1+2 /3(4 '3! O/*:,
-.* + /(  *(#/*(4 ( 2'((5 !$ @ 8/'%&8 ( 6*/ # ( ;$+4 (# ( 93!!%&(*88 # /
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 !"#" $%& '(! )*+,!+ c := 1- .%&& (/" S8 !(& /"+(0"!/ 1%/,234!(5,6!'(5,"-
7%44/
3
2(b − 1)ε > (2b − 3)ε 6(4"- '*+%8/ .(! 9!.(&68&6 b < 3 7*46": ;*+ .(!2
/!$ <(&"!+6+8&. '(+. !/ %85, )!+/"=&.4(5,- '(!/* 3+($ 7>+ b→ 3 ?+*@4!$!
@!0*$$"- '!&& !/ /(5, 6!6!& A(" 7*+ A%" .8+5,/!"#!& '(44:
B&%4*6 0%&& $%& &8& %85, @!+!5,&!&- 8&"!+ '!45,!& 9!.(&68&6!& 7>+ ε
8&. b %&.!+!  "+%"!6(!& (& !(&! +!(&! 3+($29!)C40!+8&6 !(&.+(&6!& 0C&&!&:
D/ !+6(@" /(5, .%&&- .%// 3+($ ($ 6%&#!& 9!+!(5, ε ∈ [0, 0.1] 8&. b ∈ [1, 3)
!)*48"(*&=+ /"%@(4 (/": E(!/!+  %5,)!+,%4" '(+. %85, (& .!+ 7*46!&.!& 3+%F,(0
.%+6!/"!44"G 9!+!5,&!" $%& .(! H!F4(0%"*+64!(5,8&6 &(5," $(" !(&!+ 64!(5,)!+2
"!(4"!& B&7%&6/@!)C40!+8&6 /*&.!+& !(&!+ >@!+'(!6!&.!& 3+($29!)C40!+8&6-
.%&& /!"#" /(5, 3+($ %87 .!+ 6%&#!& I%+"! .8+5,G
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3+($ )*& KK:KKK M
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)*& ?%)4*)7%&6/@!)C40!+8&6 ($  >.*/"!& .(!  "+%"!6(! ?%)4*) .8+5,/!"#" 8&. '(! /(5,
.!+ 3+!&#)!+4%87 #'(/5,!& ?%)4*) 8&. 3+($ !+04=+!& 4=//":
O$ .(!/ #8 8&"!+/85,!&- @!+!5,&!& '(+ &8&- 8&"!+ '!45,!& 9!.(&68&6!& .(!
 "+%"!6(! ?%)4*) !)*48"(*&=+ /"%@(4 (/": E%$(" !(& B442E2 F(!4!+ &(5," (& !(2
&! ?%)4*)29!)C40!+8&6 !(&.+(&6!& 0%&&- $8// #8$ 9!(/F(!4 .(! O&64!(5,8&6
ε < b−26b−8 !+7>44" /!(&: N>+ ε = 0 !+6(@" .%/ .(! 9!.(&68&6- .%// b > 2 = 2c
6!4"!& $8//: E(!/! 9!.(&68&6 ,%""!& '(+ /5,*& %$ D&.! .!/ I%F("!4/ P:Q
7>+  F(!4! *,&! N!,4!+ ,!+6!4!("!":
R!(5,&!" $%& .(!/! H!/"+(0"(*& (& 8&/!+! L%&.0%+"! 7>+ .%/ E*&%"(*&23%$!
!(&- /* #!(6" /(5,- .%// /(! .(!  ("8%"(*& @!+!("/ %&&=,!+&. '(!.!+6(@" 2 S!.*5,
'(+. .!+ 3+!&#)!+4%87 7>+ b→ 3 #8&!,$!&. 8&6!&%8!+- '(! B@@(4.8&6 J:QT
#!(6":
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:;<7& !2==20 >"0$ $"2 :"1%.1"7& $%0;< $"2 402&56%&/1"7& ε < 2b−413b−18 $.0?
'2=12##1@ $"2 .%=$0A;/1@ >"2 #.&'2 =";< B.8#78 '2'2& 2"&2 40"3?C"&$20<2"1
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 !!"#$%&' ()**, -.&$/.012 3"1 402&56%&/1"7& 87& 40"3
E= '"!1 .!20 &7;< 2"&2 =;<F06202 &71>2&$"'2 G2$"&'%&', 9.3"1 B.8#78 '2'2&
2"&2 C"&$20<2"1 87& S1?:D"2#20& $"2 H!20<.&$ !2<F#1@ 3%== ε <
b−2
7b−10 206A##1
=2"&) 9"2=2 I%&/1"7& D.==1 =";< !2"&.<2 D2062/1 .&,
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,%*-).%'/&(>
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=F' *%' "#!%3%&% 4/=C))!(% @&=1&( A2A/)1+!2&%&:




































@$$!)3/&( G>HG: E1&3.1'+% $%! /&(%=C#'%' 8)%!"#*%'+%!)/&( $49> $%! 1&=C&(6
)!"#%' ;27!&1&4 *2& S2
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D0 :!H."!3* 0D' "!$0! )2$!3:!$"! 780 1882!'%*$80 %D> #!>!?*$80= :!00 !'
$0  !' O8''D0 ! 78( +!&0!' %D"&!0D*E* :D' !,
P0"!'! Q%0 ?%'*! >R' S!.3!' $0  !' @(23!(!0*$!'D0& $( "$(D3*%0!0 #80%*$80;
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